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AVERTISSEMENT 


Ce cours de géométrie, d'abord distribué aux élèves de L'École poly- 
technique sous forme de feuilles autographiées, a été imprimé, en 1917 
et 1918, en deux volumes Lis un relatif à la géométrie pure, l’autre à la 
géométrie appliquée) par la maison Gauthier-Villars. En ces volumes, 
„certaines parties laissées de côté pour l’enseignement oral (après y avoir 
pourtant été incorporées) avaient donné naissance à quelques notes en 
appendice. 

. Par suite d’une mesure nouvelle, d'ordre intérieur, les élèves de l’École 
reçoivent maintenant des feuilles non plus autographiées, mais imprimées 
(également par la maison Gauthier-Villars). Le texte de ces feuilles, stric- 
tement limité cette fois à ce qui fait l’objet de l’enseignement oral, mis 
par ailleurs exactement au courant de tous les changements introduits 
depuis 1918 dans cet enseignement, peut être regardé comme constituant 
une seconde édition du cours, non pas augmentée, mais réduite, au con- 
traire, sensiblement simplifiée et réunie en un seul volume. 

On remarquera que la perspective et la stéréotomie en ont disparu. Ces 
matières ont, en effet, été distraites du cours de géométrie qu’elles alour- 
dissaient quelque peu pour faire l’objet de simples conférences confiées au 
chef des travaux graphiques. 

D'une manière générale, les modifications apportées au mode d’expo- 
sition suivi dans la première édilion dérivent toutes du dessein de ne faire 
appel autant que possible qu'aux: seules méthodes de la géométrie dite 
synthétique. Cette tendance s'inspire du souci d’entraîner à l’emploi de ces 
méthodes des élèves amplement instruits par ailleurs des savantes méthodes 
de l'analyse moderne, Qu’on veuille bien se rappeler, à ce propos, la décla- 
ration d’un des plus grands analystes dont l’histoire de la science ait enre- 
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gistré le nom, Lagrange, qui écrivait en 1773, dans les Nouveaux Mémoires 
de l’Académie de Berlin : « Quelques avantages que l'analyse algébrique ait 
sur les méthodes géométriques des anciens, qu’on appelle vulgairement, 


quoique fort improprement, synthèse, il est néanmoins des problèmes où 


celle-ci paraît préférable, tant par la clarté lumineuse qui l’accompagne 
que par l'élégance et la facilité des solutions qu’elle donne. » Il est donc tout 
naturel de réserver une place assez large à ces méthodes plus intuitives de 
la géométrie synthétique, à côté de celles plus formelles de l’anälyse, dans 
la formation intellectuelle d'étudiants en mathématiques. 

Le professeur n'ayant jamais cessé d'encourager ses élèves à lui sou- 
mettre toutes les remarques que pouvait leur inspirer l'étude du cours, 
s’est ainsi trouvé à même de recueillir, de la part de certains d’entre eux, 
diverses démonstrations d’une élégance et d’une simplicité qui les lui ont 
fait adopter par la suite, parfois à quelques variantes près dans la forme; 
on les trouvera dans les pages qui suivent, et, bien entendu, toujours avec 
l'indication de leurs auteurs. 

Quant aux notes ou mémoires, sans nom d’auteur, auxquels sont faits 
des renvois, ils appartiennent tous au stock des travaux personnels du 
professeur. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


GÉOMÉTRIE PURE. 


I. — TRANSFORMATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


A. — PRÉLIMINAIRES. 


I. Caractères généraux des transformations géométriques. — L'un des 
instruments les plus puissants et les plus féconds de la recherche géomé- 
trique consiste dans l'emploi des transformations. Voici ce que, d’une 
manière générale, il faut entendre par là : 

Soit E un élément géométrique (point, ligne ou surface) dépendant de 
n paramètres que nous désignerons par æ,, Xa, ...,æ,. L'ensemble (E) de 
tous les éléments E répondant à tous les systèmes possibles de valeurs des +; 
constitue ce qu'on appelle une variété à n dimensions. Par exemple, tous les 
points d’une ligne, tous les points d’une surface ou tous les points de l’espace 
constituent respectivement des variétés à une, deux ou trois dimensions; de 
même, tous les plans tangents à une surface constituent une variété à 
deux dimensions, et tous les plans de l’espace, une variété à trois dimen- 
sions ; comme exemple de variétés à quatre dimensions, on peut citer toutes 


(1) Ce cours, dans son premier état, ayant donné naissance à deux volumes parus chez 
P Ax Pa QE z 
Gauthier-Villars en 1917 et 1918, les renvois à ces volumes seront faits, dans la suite. à 
laide de la mention : Premiére édition. 
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A 


les paraboles situées dans un même plan, ou toutes les droites de l'espace, 
ou encore toutes les sphères de l’espace, etc. 

Cela posé, si on lie deux à deux les éléments pris respectivement dans 
deux variétés (E) et (E’) d’un même nombre de dimensions, de telle sorte 
que, se donnant un système de valeurs pour les æ; on puisse en déduire 
celles des +; et, réciproquement, les éléments E ei E’ qui répondent à ces 
systèmes de valeurs sont dits correspondants dans les variétés (E) et (E’) 
regardées elles-mêmes comme transformées l'une de l’autre suivant le mode 
déterminé par les n relations indépendantes qui lient les x; et les æ. 

Si d’ailleurs, dans la variété (E). on distingue l’ensemble des ‘éléments 
répondant à p conditions particulières données, cet ensemble constituera 
uge variété à n — p dimensions à laquelle correspondra, dans la variété (E”), 
une autre variété à n— p dimensions qui, selon le mode envisagé, sera 
encore dite trans formée de la première. A 

Il peut se faire, au reste, que les variétés (E) et (E’) coïncident. La trans- 
formation considérée établit alors un certain mode de conjugaison entre 
éléments d’une même variété, Si, en outre, dans ce cas, les variables x; 
et x; sont permutables dans les relations qui les relient, sans que celles-ci 
s’en trouvent modifiées, la transformation est dite réciproque. 

A toute propriété de certains éléments considérés dans la première 


variété, en répond une autre des éléments correspondants dans la seconde, 


et ces propriétés sont dites elles-mêmes transformées lune de l'autre. On 
conçoit a priori que l’on puisse, suivant certaines règles fixes, passer de 
L à L à ar 5 D r 5 ` ? ` ` 
lune à l’autre et, par suite, étendre systématiquement, par l'application 
d’un tel procédé, le champ des propositions de la géométrie. 


2. Transformations de contact. — Les travaux du grand géomètre nor- 
végien Sophus Lie ont mis en évidence l'importance, au point de vue des 
transformations, de la notion de contact, entendue dans le sens général qui 
va être maintenant défini : un élément de contact étant constitué par la 
réunion d’un point et d’un plan passant par ce point (ou, si l’on se borne au 
cas de la géométrie plane, par la réunion d’un point et d’une droite passant 
par ce point), on voit qu’à tout élément de l’espace (point, ligne ou sur- 
face) est lié un système doublement infini (') d'éléments de contact, qui est 
dit une multiplicité; pour un point, cette multiplicité comprend tous les 


(1) Dans ce qui suit, nous représenterons des nombres simplement, doublement, triple- 
ment, ..., 2-uplement infinis par les notations %1, %2, æ, ,,., œ, 


WWwWw.rcin.org.pl 


I. — TRANSFORMATIONS GÉOMÉTRIQUES. 3 


éléments de contact constitués par ce point lui-même avec chacun des 
plans, en nombre +?, qui le contiennent; pour une ligne elle comprend, en 
chacun des points de cette ligne, en nombre +", les plans qui passent par la 
tangente correspondante, également en nombre æ' pour chaque point, ce 
qui constitue bien encore des éléments de contact en nombre æ*; enfin, 
pour une surface, elle comprend chacun des points de cette surface, qui 
sont en nombre æ?, avec le plan tangent en ce point. 

Cela posé, nous dirons que deux multiplicités sont tangentes si elles ont un 
élément de contact commun. Par conséquent, des multiphcités tangentes 
sont constituées par deux surfaces qui sont tangentes entre elles en un 
point; une courbe et une surface qui sont aussi tangentes entre elles en un 
point; deux courbes qui se rencontrent ; une surface qui passe par un point; 
deux points qui coïncident. 

Et l’on dira qu’une transformation est de contact si, à deux mulhplicités 
tangentes entre elles, elle fait correspondre deux autres CARE s également 
tangentes entre elles. 

L'importance primordiale des transformations de contact n’a cessé de 
s'affirmer depuis les travaux de Sophus Lie. On démontre par l'analyse (') 
qu'on obtient toutes ces transformations en prenant pour variété (E) 
l’ensemble de tous les points de l’espace et, pour variété (E’), soit égale- 
ment tous les points de l’espace, auquel cas on a ce qu'on appelle une trans- 
formation ponctuelle, soit un système æ’ de surfaces dont l'équation ren- 
ferme comme paramètres arbitraires les coordonnées du point correspondant 
de (E), soit un système æ* de lignes dont les deux équations dépendent de 
ces mèmes coordonnées. 

Les transformations géométriques que nous allons ici passer en revue, 
choisies parmi les plus usuelles, appartiennent toutes à la catégorie des 
transformations de contact. 


B. — TRANSFORMATIONS PONCTUELLES. 


3. Définition générale des transformations ponctuelles. — La position 
d’un poen M sur une surface X peut être fixée au moyen de deux para- 
mètres ý et y) qui sont alors dits ses coordonnées sur la surface. 


(1) Voir à ce sujet la Note sur les transformations en Géométrie, de M. Emile Borel, 
donnée en Appendice au Tome IH du Cours de Géométrie analytique, de M. Niewen- 
glowski. Cette Note contient, au reste, un exposé remarquable des fondements analytiques 
de la théorie des transformations. 
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Es 


Si les points M et M’, ayant pour coordonnées respectives sur les sur- 
faces X et Z’, d’une part (£, 1), de l’autre (£', Y), sont tels que ces coordon- 
nées soient liées par les relations 


(1) 


ces points sont dits correspondants en vertu de ces relations, et, si l’on con- 
sidère la figure F formée sur la surface E par un ensemble de points M isolés 
ou distribués en séries continues sur certaines lignes, la figure F', engendrée 
sur ©’ par leurs correspondants M’ est dite transformée de la première. En 
particulier, si le point M décrit sur X une courbe définie par l'équation 


C(Ë, n)—=0, 
le point M’ décrit sur X’ une autre courbe dont l'équation 
C'(Ë’, n')=0o 


résulte de l'élimination de £ et v) entre les trois précédentes. 

Lorsque les équations (1) sont telles qu'à un système donné de valeurs 
de Ë, n ne corresponde qu’un seul système bien déterminé de valeurs de £’, 
n’, et réciproquement, la transformation est dite univoque. 

Si les surfaces X et X’ se réduisent à des plans, ces plans peuvent être 
supposés appliqués l’un sur l’autre, et les points M et M’, pris soit sur l’un, 
soit sur l’autre, rapportés à un même système d’axes carlésiens, au moyen 
des coordonnées æ et y d’une part, æ’ et y' de l’autre. On obtient, dans 
ces conditions, ce qu'on appelle une transformation plane. 

Dans la plupart des cas usuels, d’ailleurs, le passage du point M au 
point M’ peut s'effectuer au moyen d’une construction géométrique simple, 
non seulement lorsque ces points appartiennent à un même plan, mais 
même lorsqu'ils appartiennent à deux surfaces E et £' différentes, placées 
dans une situation relative convenable. 

Lorsque tous les couples de points correspondants, tels que M et M, 
sont alignés sur un point fixe O, la transformation est dite centrale et de 
centre O. 

Si, la surface X étant de nature particulière, la surface X’ est un plan et 
si, de plus, la transformation est univoque, l’ensemble des points du plan X 
constitue ce qu'on appelle une représentation plane point par point de la sur- 
face È. 

I suffit, au reste, qu’à chaque point du plan £’ corresponde un seul point 
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de la surface X sans que la réciproque ait lieu, pour que cette surface X soit 
dite unicursale. 

Dans le cas particulier où la surface E est une sphère ou un ellipsoïde de 
révolution, le problème de sa représentation plane point par point se con- 
fond avec celui de la construction des cartes géographiques. 

Au lieu d'établir un mode de correspondance entre points pris sur deux 
surfaces données, on peut aussi en établir un entre points quelconques de 
l'espace. Dans ce cas, chaque point étant déterminé par trois paramètres, 
et, plus particulièrement, par ses trois coordonnées cartésiennes, il faut 
que ces deux systèmes de trois paramètres soient liés entre eux par trois 
équations permettant de déterminer les trois paramètres de l’un des sys- 
tèmes en fonction des trois autres. 

Comme précédemment, si, en vertu des équations choisies, à chaque 
point de l’une des figures n’en correspond qu'un seul de l’autre, et récipro- 
quement, la transformation est dite univoque. Elle est centrale lorsque 
chaque couple de points correspondants est aligné sur un point fixe. 

Remarquons que, lorsqu'on envisage une transformation univoque de 
l’espace, il suffit de considérer les surfaces qui, dans cette transformation, 
ont pour transformées des plans, pour obtenir une représentation plane 
point par point de ces surfaces. 

Enfin on voit immédiatement que si deux courbes C et C,, dans le pre- 
mier cas, deux surfaces S et S,, dans le second, sont tangentes en un 
point M, il en est de même de leurs transformées C' et Ci, ou S'et S‘, au 
point M’ correspondant de M. Il suffit, pour le voir, de considérer d’abord 
deux courbes C et C, ayant deux points communs infiniment voisins, ou 
deux surfaces S et S, ayant trois points communs infiniment voisins, et de 
passer à la limite ('). 

Les transformations ponctuelles sont donc bien des transformations de 
contact. | 


4. Transformation homographique plane. — [Lorsqu'on fait usage des 
coordonnées homogènes, les équations de la transformation homographique 
plane la plus générale peuvent se mettre sous la forme 

= 4x + bd, y + ct, 
(1) © yV =at bay + ct, 
| AEE EE + N P Aa ct; 


(1) L'analyse permet de préciser que, si ¢' et n’ sont tirées des équations (1) en fonction 
de ¢ et r, le résultat sus-énoncé suppose ces fonctions continues et pourvues de dérivées, 
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d’où, si l’on suppose le déterminant 


4, 0,7) 
Dia, He 
RQ ANA : 


différent de zéro, on tirera de même 


=a at by +ct, 
y =a, L + By + ht, 
t=a,;x + b,y'+ ét". 

On vérifie immédiatement que la transformée d’une droite est une 
droite ('). Il en résulte que La trans formation homographique conserve l’ordre 
des courbes. De plus, la transformation étant de contact, on voit bien aisé- 
ment qu'elle conserve aussi la classe des courbes. 

Enfin, la transformation établissant une correspondance birationnelle 
entre les points de deux droites transformées l’une de l’autre, il est clair 
que les rapports anharmoniques se conservent : on pourrait, au reste, le 
vérifier analytiquement sans difficulté. 

Les équations (1) renfermant neuf coefficients sous forme homogène, on 
voit que la transformation homographique la plus générale dépend, en réa- 
lité, de huit paramètres. Or, la position d’un point sur un plan dépendant 
de deux paramètres, il suit de là que l’on peut définir une transformation 
homographique en se donnant arbitrairement les points A’, B’, C’, D’ cor- 
respondant à quatre points A, B, C, D, choisis dans la figure que l’on 
transforme, et non en ligne droite. Il est alors facile de déterminer géomé- 
triquement le point M’ correspondant à un point quelconque M. Si, en 
elfet, on considère les faisceaux obtenus en joignant les points A et A’ res- 
pectivement aux points B, C, D, Met B’, C’, D’, M’, ces faisceaux ont 
même rapport anharmonique, ce qui permet, le premier étant entièrement 
connu, de construire, dans le second, le rayon A'M’ seul inconnu. De 
même, en prenant comme sommets des faisceaux correspondants les points B 
et B', on déduira du rayon BM le rayon B' M’. La rencontre des rayons A'M’ 

et B'M' fera connaître le point M’. 


(1) Il convient de remarquer que l’ensemble des points à linfini du plan (x, y, z) pouvant 
„être considéré comme appartenant à une droite, les points correspondants du plan (z', y', z°) 
sont sur une même droite, 
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= Pour procéder plus rapidement ('), on peut, en supposant les figures (M) 

et (M'} dessinées sur des feuilles séparées, les fixer l’une par rapport à 
l’autre de façon que les droites AB et A'B’ se prolongent. Dès lors les fais- 
ceaux homographiques engendrés par les rayons AM et A'M’ ayant leurs 
rayons AB et A'B’ confondus, le lieu du point de rencontre M, de AM 
et A'M’ est une droite A, qui joint les points de rencontre C, et D, respec- 
tivement des couples de rayons AC et A'C', AD et A'D’. De la même 
façon, les rayons correspondants des faisceaux de sommets B et B' se 
coupent sur la droite analogue A.. Dès lors, les rayons AM et BM coupant 
A, et A, en M, et M,, les rayons A'M, et B'M, se coupent en M’. 

On remarquera enfin que la transformation possède, en général, trois points 
doubles, c’est-à-dire (lorsqu'on suppose les deux figures rapportées aux 
mêmes axes de coordonnées) trois couples de points correspondants con- 
fondus. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit, puisqu'il s’agit ici de 
coordonnées homogènes, que l’on ait 


č! => Nt, AS 2 = Er 


À étant un facteur de proportionnalité dont la valeur résultera de ce que les 
trois équations homogènes 
Âr=dx+b;y+<üt, 
Ay = a,x + biy + ct, 
At =a,x+ by + ct 


doivent être compatibles, ce qui exige que leur déterminant soit nul, c'est- 
à-dire que 
dite À bD, Gi 
a, Ds — À ei + à: 


a; By Cgo À 


équation qui donne pour À trois valeurs, dont une nécessairement réelle (°). 


(1) Construction proposée, en vue de son application à la métrophotographie, par lingé- 
nieur des Mines Sasportès (prom. 1911) alors qu’il était, pendant la guerre; détaché au 
groupe de canevas de tir de la 3° armée. 

(2) Si l’on a recours aux coordonnées trilinéaires et que l’on prenne pour triangle de réfé- 
rence celui qui a pour sommets les trois points doubles, on voit sans difficulté que les for- 
mules de transformation se réduisent à 


LA 4 


2 ar, wS oy, S C2. 


On a ainsi la forme canonique de la transformation homographique plane la plus 
générale. 
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Chaque point double étant équivalent à un couple de points conjugués, 
on voit, d’après ce qui précède, que la transformation sera complètement 
définie lorsqu'en plus des trois points doubles on se sera donné un couple de 
points correspondants M et M'. Partant de là, il sera très facile de construire 
le correspondant d’un point M, quelconque. 

En effet, les rayons AM et AM’ engendrant deux faisceaux homogra- 
phiques dont AB et AC sont les rayons doubles, on voit que les rapports 
anharmoniques A(MM'BC) et A(M, M; BC) sont égaux, ce qui permet de 
construire immédiatement le rayon AM’. On déduirait de même soit le 
rayon BM‘ de BM,, soit le rayon CM’, de CM, ; et, par l'intersection de 
l’un ou l’autre de ces rayons avec AM’, on aurait le point M. 

Si, sur les mèmes rayons AM et AM’, on fait varier les points corres- 
pondants M et M’, ces points engendrent deux ponctuelles homographiques 
pour lesquelles A est un point double. Donc, ces ponctuelles sont projec- 
tives l’une de l’autre. Or, les points de rencontre des deux rayons avec la 
droite double BC, opposée au point double A, se correspondent de l’une à 
l’autre; le centre de projection se trouve donc sur cette droite BC et l’on 
voit que les droites joignant les couples de points qui se correspondent sur deux 
rayons correspondants issus d'un point double passent toutes par un méme 
point de la droite double opposée. 

Le cas particulier où deux des points doubles, B et C par exemple, sont 
rejetés à l'infini, est spécialement intéressant. Lorsqu'il en est ainsi, à 
chaque point M de la droite à l'infini du plan en correspond un autre M’ de 
celte même droite, et, par suite, les droites à l'infini des deux plans coïn- 
cident ('). Il en résulte que, dans ce cas, les rapports segmentaires sur les 
droites se conservent puisque chacun d’eux peut être considéré comme le 
rapport anharmonique du quadruple de points constitué par les trois points 
qui les déterminent, sur une certaine droite, et le point à l'infini de cette 
droite dont le correspondant est encore à linfini. On dit alors que les 
deux figures transformées l’une de l’autre sont affines, et la transformation 
prend le nom d’affinité. Par exemple, une figure située dans un plan et sa 
projection oblique sur un autre plan, lorsqu'on applique ces deux plans 
l’un sur l’autre d’une façon quelconque, sont en relation d’affinité. 

Si les points doubles rejetés à l'infini coïncident avec les ombilics I et J 
du plan, une nouvelle circonstance se produit. Considérons deux couples D 


(1) On voit immédiatement que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit 
ainsi est que a3 = b; = 0. 
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et D’, D, et D, de droites transformées l’une de l’autre, D et D, se coupant 
en M, D’ et D, en M’. Les rapports anharmoniques des deux faisceaux 
M(D, D,, 1, J) et M'(D', D, L, J) sont égaux; mais, en vertu d’une for- 
mule bien connue de Laguerre, ces rapports ont respectivement pour 
valeur e°% et e™, wet w étant respectivement les angles de D avec D, et 
de D’ avec D‘ ; ces angles sont donc égaux et, comme le couple de droites 
que nous avons considéré sur la figure est quelconque, nous voyons que, 
dans ce cas, alors que les droites se transforment en droites, tous les angles 
se conservent; il y a donc alors similitude. D'ailleurs, le rapport anharmo- 
nique des rayons AM et AM’, issus du point double A, avec les rayons 
doubles AT et AJ étant constant, on en conclut, comme ci-dessus, que 
l'angle MAM' est constant. Si l’on fait tourner l’une des deux figures de cet 
angle autour du point A, elles deviennent homothétiques par rapport à ce 
point. Si donc le couple (M, M’) donné, en plus des points doubles, pour 
définir la transformation est tel que AM = AM, il en est de même pour 
tous les couples de points correspondants et la transformation se réduit à 
une rotation autour du point À. 


Remarque. — Le triangle MAM' étant de similitude constante, le rap- 


MM’ à ; à 
port or est constant, de même que l'angle AMM’. Si donc, par le point A, 


on mène le segment -A y. équipollent au segment MM’ multiplié par une 
constante k quelconque, l’ensemble des points ( u.) sera lui-même semblable à 
l’ensemble des points (M) ou des points (W'). Nous pouvons d’ailleurs mener 
les segments équipollents aux segments ÆMM' non plus par le point A, 
mais par un point fixe quelconque O du plan, {a figure (M") ainsi obtenue 
provient d'une simple translation de ( y.) et est, par suite, également semblable 


aux figures (M) et (M'). 


5. Homologie. — On conçoit qu'il puisse arriver que, pour certaines 
valeurs des racines de l'équation en À du numéro précédent donnant les 
points doubles, le système des équations en +, y, t ci-dessus devienne indé- 
terminé et, par suite, qu'on ait une infinité de points doubles en ligne 
droite.-Nous allons, par voie géométrique, mettre une telle circonstance en 
évidence. Ù 

Appelons A, B, C les trois points doubles obtenus dans le cas général. 
Si nous joignons deux points correspondants quelconques M et M’ au 
point A, les rayons AM et AM’ coupent la droite BC en des points u ét w’ 
qui se correspondent dans deux ponctuelles homographiques dont B et C 


D'OCAGNE, 2 
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sont les points doubles; par suite ces rayons A y. et Au ne sont générale- 
ment pas confondus; ils ne peuvent l'être que si les ponctuelles (11) et (w) 
sont identiques; en ce cas, tous les couples de points correspondants M 
et M’ sont également alignés sur le point A. Considérons, dès lors, une 
droite quelconque passant par le point A; elle contient une infinité de 
couples de points correspondants engendrant deux ponctuelles homogra- 
phiques; ces ponctuelles ont deux points doubles : l’un est le point A, 
l’autre ne peut être qu’à la rencontre de la droite AMM’ et de la droite BC. 
in effet, les rayons unissant le point B à deux points correspondants M 
et M’ engendrent deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles 


sont BA et BC; cela montre que le second point double sur AM est le point 


de rencontre vu. de cette droite et de BC. D'ailleurs, puisque dans les fais- 
ceaux homographiques engendrés par BM et BM’, BA et By sont les 
rayons doubles, le rapport anharmonique du faisceau B(A MM) est 
constant. Ainsi, le rapport anharmonique des quatre points A, y., M, M' est 
constant. 


En coupant toute autre droite issue de A par le même faisceau issu de B, . 


on voit que ce rapport est le même quelle que soit la droite issue de A con- 
sidérée. 

Il y a d’ailleurs réciprocité entre les points M et M’, et, par suite, la 
` transformation devient involutive lorsque ce rapport est égal à — 1, c'est- 
à-dire lorsqu'il est harmonique. | 

Tous les couples de points correspondants sont alignés sur A; il en 
résulte que le point de rencontre de deux droites correspondantes quel- 
conques est un point double et, par suite, qu'il appartient à BC. 

Ainsi, dans le cas envisagé, les couples de points correspondants sont 


alignés sur le point A et les couples de droites correspondantes, concourants sur 


la droite BC. 

Uue telle transformation homographique est dite une homologie, A étant 
le pôle et BC l’axe de l’homologie. Elle est entièrement déterminée lorsque, 
en plus de ce pôle et de cet axe, on en connaît un couple de points M et M’ 
correspondants. Si, en effet, M, et M, sont deux autres points corréspon- 
dants quelconques, on passe de l’un à l’autre en observant que : 1°-les 
points M, et M, sont alignés sur le pôle A; 2° les droites MM, et M'M se 
coupent sur l’axe BC. 

Si laxe est rejeté à l'infini, le pôle restant à distance finie, la transfor- 
mation devient une homothétie. Si, au contraire, l'axe restant à distance 
finie, le pôle s'éloigne à l'infini dans une direction A donnée, la droite, de 
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direction A, unissant deux points correspondants quelconques M et M’, 
uM 
uM 
l’on a alors une dilatation parallèle à A. Lorsque la direction A est normale 
à l'axe et que 


coupe l’axe en un point y tel que le rapport soit constant; on dit que 


pM 
EA: eN 

il y a symétrie. Enfin, lorsque le pôle et l'axe sont tous deux rejetés à 

l'infini, la transformation se réduit à une simple translation. 

Alors que, dans le cas de l’homographie générale, il faut quatre couples 
de points correspondants pour définir complètement la transformation, il 
en suffit de trois dans celui de l’homologie, ces trois couples de points étant, 
bien entendu, situés sur trois droites concourant en un même point À qui 
est le centre de l’homologie. On a, en effet, des points de l’axe d'homologie 
en prenant les mutuelles intersections des droites joignant deux des points 
de l’un des systèmes et les points correspondants de l’autre système. Il est 
d’ailleurs facile de vérifier que les trois points ainsi obtenus, au moyen des 
trois couples donnés, sont bien en ligne droite; soient, en effet, (M,, M), 
(M, M), (M, M; ) les trois couples donnés, respectivement alignés sur le 
centre A; la figure AM,M,M, peut être regardée comme la projection 
d'une pyramide triangulaire dont M‘ M’, M’, représente une section plane; 
dès lors, les points communs respectivement aux couples de droites M, M, 
et M M,, M, M, et MM, M,M, et MM appartiennent à la droite d’inter- 
section des plans M, M, M, et MMM et sont, par suite, alignés. 


Remarque. — Deux figures homographiques quelconques peuvent toujours, 
par un déplacement relatif de l’une par rapport à l’autre, étre mises en rela- 
tion d’homologie. On peut établir cette proposition par une démonstra- 
tion géométrique bien simple dont les élèves Cordonnier et Goguel, de la 
promotion 1926, ont eu l’idée indépendamment l’un de l’autre : 

Si F et F’ sont les deux figures homographiques considérées, appelons ô; 
et ò; les droites à l'infini de l’une et de l’autre, y: et y; les droites, à distance 
finie, qui leur correspondent respectivement dans F’ et dans F. Les points 
à l'infini sur y; et y; sont dès lors correspondants; par suite, à toute droite D 
parallèle à |; correspond une droite D’ parallèle à y; et, de l’une à l’autre 
de ces deux droites, les points à l'infini se correspondent, ce qui entraîne, 
comme on l’a déjà vu, la conservation des rapports segmentaires de l’une à 
l’autre. Autrement dit, lês points qui se correspondent sur les droites D 
et D' forment des ponctuelles semblables. 


WwWw.rcin.org.pl 


F2 PREMIÈRE PARTIE. — GÉOMÉTRIE PURE. 


’ 


Cherchons, parmi ces couples D et D’, celui, D, et D, pour lequel ces 
ponctuelles sont identiques. A cet effet, considérons sur F deux droites 
parallèles quelconques g et 5; leurs correspondantes, sur F', x! et p’, 
faciles à trouver, se coupent en un point P’ de y;, et les couples de droites à 


et B d’une part, «' et 5’ de l’autre, déterminent, sur les droites D, et D, les 
segments A,B, et A‘ Bi égaux, mais A,B,— AB; il suffit donc de mener 


à y; une parallèle D’ sur laquelle +’ et 8' détachent un segment égal à AB, 
ce qui est facile (en portant sur y; le segment P'Q' égal à AB, et menant 
par Q' la parallèle à 4’ qui coupe B' en 5). Dès lors, D‘, est la parallèle à y 
menée par B‘ et, si B, est le correspondant de B;, D, est la parallèle à y; 
menée par B,. 

Si maintenant on amène F’ sur F en mettant en coïncidence A avec A, 
et B’ avec B,, tous les points de D, sont doubles, et, par suite, les deux 
figures sont devenues homologiques. 

Comme P'Q' peut être porté sur y, de part et d’autre de 
solutions. | 


P’, il y a deux 


6. Relation de l'homologie avec les projections centrales. — Considérons 
une figure F, située dans un plan 7, la projection conique F‘ de F, faite à 


Fig. 1. 


T 


w X 0 


partir du centre O sur le plan T’ qui coupe le premier suivant la droite X’ 
(à laquelle le plan de la figure est perpendiculaire), enfin le rabattement F’ 
de F, sur T’ autour de l’axe X’, qui peut être regardé comme la projection 
de F, sur T’ faite parallèlement à la droite 0,0" perpendiculaire à la bis- 
sectrice de l'angle T'X'7. | 
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Les figures F' et F|, homographiques l’une et l’autre de F,, le sont entre 
elles ('). De plus, les points situés sur X’ étant à eux-mêmes leurs propres 
correspondants, ces figures sont en relation d’homologie, l’axe d’homologie 
étant confondu avec X’. Comme, d’ailleurs, la projection conique et le 
rabattement de O, ooïncident tous deux avec Oʻ, ce point est double dans 
la correspondance de F' à F‘ ; il constitue, par suite, le pôle de l'homologie. 

Si maintenant on mène par O un plan parallèle à z et qu'on le rabatte 
sur T’, le triangle de rabattement pour le point O est Ow'O', semblable 
à O,X'O° ; donc, le pôle Of de l’homologie est le point où vient le point O 
lorsqu'on rabat sur T’ le plan mené par ce point O parallèlement à 7. 

Projetant enfin coniquement les figures F' et F' en F et F, sur tout 
plan T parallèle à T’, on obtient encore deux figures homologiques pour 
lesquelles l'axe d'homologie est la projection X de X’ sur T, et le pôle O,, 
le point où vient le point O dans le rabattement sur T du plan mené par O 
parallèlement à +. 


Remarque. — Si O est le point de vue, T le tableau, on obtient ainsi la 
construction de la perspective du rabattement, sur un plan de front T’, 
d'une figure mise en perspective dans un plan + quelconque. La ligne tout 
entière projetée en w est alors la ligne de fuite du plan 7. Il suffit, par le 
procédé ordinaire de la géométrie descriptive, de rabattre autour de cette 
ligne de fuite, sur le tableau T, le point de vue O pour avoir le pôle O, de 
l’homologie par laquelle on passe de la perspective au rabattement, et réci- 
proquement. Pour effectuer le rabattement, il suffit de remarquer que le 
point de vue O est défini par rapport au tableau T par sa projection sur ce 
tableau (point de fuite principal) et sa distance à ce tableau (distance prin- 
cipale). 


7. Emploi de l'homographie comme moyen de démonstration. — En 
permettant de substituer à une figure plane une autre figure plane dans 
laquelle sont réalisées certaines relations contingentes rendant plus aisée 
intervention de l'intuition géométrique, la transformation homographique 
permet de simplifier un grand nombre de démonstrations géométriques 
lorsqu'il s’agit de propriétés projectives, c’est-à-dire ne dépendant que de 
rapports anharmoniques. Parmi celles qui sont réductibles à cette forme, 


(1) La simplification introduite dans cette démonstration par rapport à celle de 
la premire édition, nous a été suggérée par l'élève Lemasson de la promotion 1920. 
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on peut compter les propriétés angulaires gråce au beau théorème de 
Laguerre. 

C'est dans l'emploi systématique de ce mode de transformation que con- 
siste le principe d'homographie de Chasles. 

Nous nous contenterons de donner l'exemple suivant : 


Considérons le faisceau tangentiel des coniques inscrites dans le quadri- 
latère FIF'J (pour lequel I et J d'une part, F et F' de l’autre, sont des 
couples de sommets opposés). En vertu d’un théorème connu, les tangentes 
menées d’un point P quelconque à toutes les coniques du faisceau forment 
une involution; PI et PJ d’une part, PF et PF’ de l’autre, sont des couples 
de rayons correspondants de cette involution, dont les rayons doubles sont 
les tangentes PT et PT’ aux deux coniques du faisceau passant par le 
point P. Les couples (PI, PJ) et (PF, PF") sont donc l’un et l’autre conju- 
gués. harmoniques par rapport au couple (PT, PT"). 

Effectuons une transformation homographique qui transporte les points I 
et J aux ombilics du plan. Les coniques inscrites dans le quadrilatère FIF'J 
ne sont alors autres que les coniques homofocales de foyers F et F', et l’on 
voit que les tangentes PT et PT’ aux deux coniques de ce système passant 
par P sont conjuguées harmoniques par rapport aux droites isotropes PI 
et PJ issues de ce point; autrement dit, les deux coniques de foyers F et F' 
passant par un même point P quelconque du plan se coupent orthogonalement. 
Mais PF et PF" sont aussi conjuguées harmoniques par rapport à PT et PT"; 
ces dernières étant rectangulaires, il en résulte que PF et PF’ sont égale- 
ment inchinées sur PT et PT’; par suite les tangentes en P aux coniques de 
foyers F et F' passant par ce point sont les bissectrices des angles des rayons 
vecteurs PF et PF'. On retrouve ainsi la propriété fondamentale de la tan- 
gente, relativement‘aux foyers, par une voie tout à fait indépendante de la 
relation métrique qui lie les rayons vecteurs. 


8. Transformation homographique de l'espace. — On peut,. pour la 
transformation homographique de l’espace, reprendre, en quelque sorte, 
pas à pas ce qui vient d’être dit à propos de la transformation plane, en 
tenant compte de l'introduction de la troisième dimension. 


Ici les formules de la transformation sont, en coordonnées homogènes, 


{æ'=ax+b,y+c,s+ dt, 
\ y'= d;t bay Hess + dé, 
cu) | s = a,x + by + 0,3 + d;t, 
t Sa't by es d,t. 
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La transformation conserve encore l'ordre des surfaces. En particulier, 
un plan se transforme en un autre plan et, par conséquent, une droite 
(intersection de deux plans) en une autre droite (intersection des plans 
transformés). 

Les rapports anharmoniques de quatre points en ligne droite, ou de 
quatre plans passant par une même droite, se conservent également; donc 
aussi ceux des faisceaux de quatre droites situées dans un même plan. 


Ici les équations (1), dont'le déterminant est encore supposé différent de. 


zéro, renferment, sous forme homogène, seize coefficients. La transforma- 
tion dépend donc de quinze paramètres; et, comme la position d’un point 
dans l’espace dépend de trois paramètres, on en déduit que l’on peut dis- 
poser arbitrairement de cinq couples de points correspondants, à supposer, 
bien entendu, que dans chacun des groupes de cinq points appartenant à la 
même figure, il n’y en ait pas quatre situés dans un même plan. 

On remarque enfin que la transformation possède, en général, quatre 


points doubles pour lesquels on a 
æ'—=Àx, WEE y, 35. t'—=Àt, 


Yy Y 


À étant une racine de léquation 


a;—ìÀ b, ĉi di 
l a, B-A FA d, 
( 2) TA 0: 
As b, C3 À d, 
a, b, ce d,— À 


Si A, B, C, D sont les points doubles ainsi obtenus, chacun d'eux équi- 
valant à un couple de points correspondants, la «transformation sera entiè- 
rement définie lorsqu'on se donnera, en outre, un seul de ces couples de 
points correspondants M et M'("). 

On pourrait discuter les circonstances très diverses qui se produisent 
lorsque l'équation (2) a des racines multiples, ou encore lorsque, pour une 
de ces racines, les équations (1) cessent d’être toutes distinctes. Nous nous 
bornerons à envisager les cas singuliers mentionnés au numéro suivant. 
Mais il est utile de signaler à part le cas particulier où trois des points 


(1) Si l’on a recours aux coordonnées trilinéaires et que l’on prenne comme tétraèdre de 
référence celui qui a pour sommets les quatre points doubles, on peut mettre la transfor- 
mation homographique de l’espace la plus générale sous la forme canonique 


f 


z'= a, y'= by, rE F t'= dit. 
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doubles, B, C, D par exemple, sont rejetés à l'infini dans des directions 
données. Les plans à l'infini des deux figures étant alors en coïncidence, on 
voit, comme dans le cas du plan, que les rapports segmentaires sur les 
droites se conservent. On retombe ainsi sur l’affinité, cette fois dans 
l’espace. Si, en outre, l’ombilicale (cercle imaginaire de l'infini) se trans- 
forme en elle-même (sans d’ailleurs que, pour cela, chacun de ses points 
soit son propre correspondant), les angles se conservent et, par suite, on 
obtient une similitude pour laquelle le point double est encore en A. La 
démonstration du fait que les angles se conservent est, d’ailleurs, tout à fait 
analogue à celle que nous avons donnée au n° 4 dans le cas du plan. I} suffit 
de remarquer que, si les plans des deux angles correspondants coupent 
l’ombilicale, l’un aux points I et J, l’autre aux points I’ et J’ (les points I 
et l’ d’une part, J et J' de l’autre, étant correspondants), ces couples de 
points constituent respectivement les ombilics des plans des deux angles. 
L'application de la formule de Laguerre à chacun de ces deux plans fournit 
alors le résultat énoncé. 


9. Homologie centrale et homologie axiale. — Comme dans le cas de 
l’homologie plane, il existe, dans l’espace, des homographies singulières 
pour lesquelles les points doubles sont en nombre infini; elles sont de deux 
espèces distinctes. 

Remarquons en premier lieu que la droite joignant deux points 
correspondants M et M’ ne rencontre généralement aucune des arêtes du 
tétraèdre ABCD formé par les points doubles. 

En effet, les plans déterminés par M et M’ et l’une de ces arêtes, AB par 
exemple, sont en correspondance homographique. Cette correspondance 
comporte deux plans doubles ABC et ABD; elle n’en saurait admettre un 
troisième, ce qui serait le cas si MM’ rencontrait AB, qu'autant que tous 
les couples de plans correspondants seraient confondus; autrement dit, 
st MM' rencontre AB, toutes les droites unissant les couples de points corres- 
pondants rencontrent AB. 

Si donc les points M et M’ sont alignés sur A, MM’ rencontrant AB 
et AC, toutes les droites analogues à MM’ rencontrent aussi AB et AC, 
c’est-à-dire passent par À ; c’est le cas de l’homologie centrale, de centre A. 

Si la droite MM’ rencontre AB et CD, toutes les droites analogues à MM’ 
rencontrent ces deux mêmes droites; c’est le cas de l’homologie axiale, 
d’axes AB et CD. 

Soient, dans le premier cas, y. le point où la droite MM’ perce le plan BCD, 
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et, dans le second cas, P et Q les points où MM' rencontre respectivement 
AB et CD. Sur chaque droite MM' il existe une infinité de couples de 
points correspondants. Ces points qui engendrent deux ponctuelles homo- 
graphiques déterminent, avec l’arête BC par exemple, des plans en corres- 
pondance homographique, avec les plans BCA et BCD comme plans 
doubles. Donc les points A et u dans un cas, P et Q dans l’autre, sont les 
points doubles des ponctuelles (M) et (M). Il en résulte que tous les 
points y. du plan BCD dans un cas, tous les points P et Q de AB et CD dans 
le second, sont des points doubles de la transformation, et de plus que les 
rapports anharmoniques (A uMM') ou (PQMM') sont constants. 

Dans le cas de l’homologie centrale, on a, comme dans le cas de l’homo- 
logie plane, une homothétie si le plan BCD des points doubles est rejeté à 
l'infini, une dilatation si c'est le pôle A qui va à l'infini, une translation S'ils 
y sont l’un et l’autre. 


10. Inversion. — Après les transformations homographiques dont il 
vient d’être question, la plus importante est l'inversion, dite parfois aussi 
transformation par rayons vecteurs réciproques, et qui est définie comme 
suit : les points correspondants M et M' sont alignés sur un point fixe O, dit 
pôle de l'inversion, et leurs distances à ce pôle sont liées par la relation 
OM.OM'= K, la constante K étant dite la puissance de l’inversion. Il va sans 
dire que les points M et M’ sont pris d’un même côté du pôle O, ou de part 
et d'autre de ce point, suivant que la puissance K est positive ou négative. 

La correspondance entre les points M et M’ ainsi établie, qui, de prime 
abord, peut sembler univoque, ne l’est pas, car lorsque le point M vient 
coincider avec le pôle O, le point M’ est indéterminé sur la droite de l'in- 
fini. C’est cette singularité qui fait que, dans le plan (comme, d’ailleurs, 
dans l’espace), l'inversion ne se confond pas avec une homographie, alors 
qu'il en est ainsi pour l'inversion sur une droite; dans ce cas, en effet, le 
point O est, lui aussi, en correspondance univoque avec le point à l'infini 
de cette droite; on sait, au reste, que, dans ce cas, l'inversion se confond 
avec une involution. s 

On démontre dans tous les cours de Mathématiques élémentaires — et 
nous ne reviendrons pas ici sur ces démonstrations (') — les propriétés 
fondamentales suivantes de Pinversion : 


(1) On trouvera d’ailleurs dans l'Annexe n° I de la première édition d'autres démonstra- 
tions de ces propriétés, déduites de la théorie générale des transformations quadratiques. 


D'OCAGNE. à 
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° L'inverse d'une droite est un cercle passant par le pôle de l’inversion et 
dont le centre se trouve sur la perpendiculaire menée de ce pôle à cette droite, 
et réciproquement : | 

2° L'inverse d'un cercle ne passant pas par le pôle est un cercle homothé- 
tique'du précédent par rapport à ce pôle ; 

3° Les tangentes aux points correspondants M et M' de deux lignes inverses 
l’une de l'autre ont des inclinaisons égales et de sens contraire sur la 
droite OMM'; 

4° L'inversion conserve les angles (corollaire immédiat de la proposition 
précédente). 

Ces propositions s'étendent aisément au cas de l’espace. 


Prenons, par exemple, les propositions fondamentales relatives aux 
inverses d'une droite et d’un cercle; en faisant tourner la figure plane 


autour d’un axe convenablement choisi, on en déduit immédiatement que 


l'inverse d'un plan est une sphère passant par l'origine et dont le centre se 
trouve sur la perpendiculaire abaissée du pôle O sur le plan, et réciproquement, 
et que l'inverse d'une sphère ne passant pas par l'origine est une autre sphère 
homothétique de la précédente par rapport au pôle O. 

En considérant un cercle quelconque de l’espace comme l'intersection de 
deux sphères, on voit que la. transformation des cercles en cercles a encore 
lieu pour ceux dont le plan ne passe pas par le pôle O. 

La transformation étant de contact, si l’on prend les inverses des plans 
tangents 7 et 7q, aux surfaces S et S, en un point commun M, on obtient 
deux sphères 6’ et 5°, passant par O, et tangentes respectivement en M’ 
aux surfaces inverses S’ et S. Or, si w et w, sont les centres de ces deux 
sphères, l’angle sous lequel se coupent ces sphères est égal à l'angle w'Ow;, 
lui-même égal à l'angle des deux plans 7 et z, respectivement perpendicu- 
laires à Ow' et Ow‘. Par suite, langle sous lequel les surfaces S et S, se 
coupent en M est égal à langle sous lequel les surfaces S' et S se coupent 
en M'. Autrement dit : l'inversion dans l'espace conserve les angles ('). 

En considérant de même la tangente en un point M d’une courbe quel- 
conque C et son cercle inverse tangent en M’ à la courbe inverse C’, on voit 


(1) On verra plus loin (n* 17 et 58) que cette transformation, combinée avec un dépla- 
cement quelconque, est la seule qui, dans l’espace, partage, avec la similitude, la propriété 
de conserver les angles. Dans le plan, les transformations jouissant de cette propriété sont 
en nombre infini (voir la remarque finale du n° 17). 


www.rcin.org.pl 


I. — TRANSFORMATIONS GÉOMÉTRIQUES. 10) 


immédiatement que les tangentes en M et M' se rencontrent en un point T et 
que le triangle TMM’ est isoscèle. Autrement dit, le point T se trouve dans 
le plan perpendiculaire à MM! en son milieu. Pour une autre courbe C, 
passant en M, son inverse C' passera par M'et les tangentes à ces courbes 
en M et en M’ se couperont aussi en un point T, du plan perpendiculaire 
au milieu de MM’. Il en résulte que les triangles TMT, et TM'T, sont 
égaux èt, par suite, que l'angle de deux courbes qui se rencontrent se conserve 
tout comme celui de deux surfaces. 

Enfin, si la courbe C est normale en M à la surface S, c’est-à-dire si elle 
coupe à angle droit toutes les courbes tracées à partir jb M sur cette sur- 
face, il en est de même en M’ de la courbe C’ par rapport à toutes les courbes 
tracées sur la surface inverse. Or, l'angle de toute autre courbe C, passant 
par M et de la surface S est le complément de l'angle de C, et de C qui coupe 
normalement cette surface en M. De mème, pour l'angle de C’, et de S’ 
en M’. On voit donc encore que l'inversion conserve langle d'une courbe et 
d’une surface. Et, de plus, puisque les normales en M et en M’ aux sur- 
faces S et S' se confondent avec les tangentes aux courbes C et C’ en ces 
points, il en résulte que les normales en des points correspondants M et M' de 
deux surfaces inçerses (M) et (M') se rencontrent et forment avec MM’ un 
triangle isoscèle. 

Si l’on considère la sphère È (réelle ou imaginaire) ayant pour centre O 
et pour rayon yK, sphère qui est dite fondamentale, on voit que, toute 
sphère ou tout plan passant par deux points inverses M et M' coupe orthogona- 
lement cette sphère fondamentale. Pour les plans, c’est évident puisqu'ils 
passent par le centre O de la sphère X; pour les sphères il suffit de remar- 
quer que la puissance de O par rapport à l’une quelconque d’entre elles est 
égale à yK. 

On voit de mème, très aisément, que si tous les plans et toutes les 
sphères passant par M et M’ coupent PRE ER X, les points M et 
M’ sont inverses par rapport au centre O 2 X, la puissance d’inversion 
étant égale au carré du rayon de X. 

Cette propriété peut donc servir à définir l'inversion. Elle permet de 
considérer la symétrie par rapport à un plan comme un cas particulier de 
. l'inversion, lorqu'on rejette le centre O de la sphère fondamentale à l'infini. 
La sphère X se réduisant alors à un plan + et toute sphère orthogonale à ce 
plan y ayant son centre, on voit que les points M et M’ sont alors symé- 
triques par rapport à 7. Pour cette raison, on donne parfois à la symétrie 
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par rapport à un plan le nom d’'intersion plane (qu'il ne faut pas confondre 
avec l'inversion dans un plan) ("). 


11. Généralités sur la représentation plane de l'espace (°). — Les 
points de l’espace constituant une variété à trois dimensions et les points 
d’un plan une variété à deux dimensions seulement, il n’est pas possible 
d'établir une correspondance univoque entre les uns et les autres, ni, par 
conséquent, d'obtenir une représentation plane, simplement ponctuelle, de 
l'espace. Pour réaliser une représentation plane de l’espace, il faut, de 
toute nécessité, faire correspondre, de manière univoque, à chaque point 
de cet espace, un élément dépendant, sur le plan, de trois paramètres; 
théoriquement, cela est possible d’une infinité de manières; pratiquement, 
le choix ne doit se porter que sur des éléments comportant un tracé expé- 
ditif et se prêtant à des constructions simples, en vue de déduire des élé- 
ments représentatifs de points donnés dans l’espace ceux d’autres points 
liés aux premiers par des conditions géométriques données. Cette considé- 
ration est de nature à réduire très sensiblement le champ des possibilités 
auxquelles on peut effectivement avoir recours. 

Toute courbe plane dépendant de trois paramètres (comme un cercle 
quelconque, une parabole dont l’axe a une direction fixe, etc. ) peut servir 
d'élément fondamental pour la représentation telle qu'elle vient d’être 
définie, sa détermination étant liée d’une façon aussi simple que possible, 
mais nécessairement univoque, aux trois paramètres servant à définir la 
position du point correspondant dans l’espace (généralement ses coordon- 
nées rapportées à un certain trièdre de référence trirectangle Oxyz). On 
déterminera, par exemple, le cercle représentatif du point (x, y, z) par 
son centre, auquel on affectera les coordonnées x et y, et son rayon que 
l’on prendra égal à z (°). 

Mais il est possible de faire choix d’un élément à triple indétermination, 
plus simple que toute courbé répondant à la question, fût-elle même seule- 


(1) On trouvera dans la première édition (p. 330 à 340) des notions relatives aux trans- 
formations birationnelles comprenant divers compléments relatifs à l’inversion. On y trou- 
vera aussi (p. 340 à 349) quelques développements sur la représentation plane des surfaces, 
et, plus particulièrement, des quadriques et des surfaces du troisième ordre. 

(2) Cette synthèse des divers modes de représentation plane des corps de l'espace a été 
donnée pour la première fois dans une Note parue aux Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences (t. 175, 1922, p- 737). 

(3) De fait, un tel mode de représentation a été systématiquement étudié, dès 1828, par 
Cousinery, sous le nom de géométrie perspective. 
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ment un cercle, en n'ayant recours qu'à des points. Un couple de points 
sur un plan dépend de quatre paramètres ; pour obtenir un élément repré- 
sentatif des points de l’espace, il faut donc n’envisager sur le plan que des 
couples de points satisfaisant à une condition particulière qui réduise à 
trois le nombre des paramètres par lesquels chaque couple sera déterminé. 
[l] est clair, d'autre part, qu'il y aura avantage, au point de vue de la 
commodité des tracés, à donner à cette condition particulière une forme 
projective; la plus simple assurément qu'elle puisse revêtir est celle de 
l’alignement des deux points formant le couple représentatif sur un point 
fixe. 

On aperçoit immédiatement le moyen de réaliser un tel mode de repré- 
sentation : il suffit de projeter chaque point M de l’espace, à partir de deux 
centres de projections P et P’ sur un mème plan de projection +; si m et m 
sont les projections ainsi obtenues, la droite mm, dite de rappel, passe bien 
par un point fixe, savoir celui où la droite PP’ perce le plan 7, et le 
couple (m, m') constitue alors un élément représentatif du point M dans le 
plan 7, répondant à la condition posée ("). 

Prenant en particulier, pour plan 7, la face Oxy du triédre de référence, 
pour centre P le point à l'infini sur Oz, pour centre P’ le point à l'infini. 
sur la bissectrice de l'angle yOz, on obtient le mode de représentation 
ainsi défini : le point M est représenté par sa projection orthogonale m sur 
Oxy et le point m situé sur la ligne de rappel parallèle à Oy menée 
par m, et tel que le vecteur mm’ porté sur cette ligne de rappel soit égal, en 
grandeur et sens, à z (°). 

En vue de répondre à certaines convenances particulières, on peut être 
amené à ne pas effectuer directement la seconde projection sur le plan +; 
en pareil cas, ayant fait d'abord une projection sur x à partir de P et une 
autre sur 7, à partir de P,, on projette, à son tour, cette seconde projection 
sur 7 à partir de P’. Si m, m, et m' sont les projections du point M ainsi 
successivement obtenues, pour que le couple (m, m'), représentatif de M 
sur 7, soit, comme précédemment, aligné sur un point fixé, il faut que les 
trois centres de projection P, P,, P’ soient situés sur une même droite, le 


(1) On a ainsi la représentation par double perspective à laquelle, en 1902, M. Baudran 
a consacré une étude spéciale dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (p. 552). 

Si la droite PP’ est parallèle au plan de projection, les deux figures engendrées respecti- 
vement par m et par mn, regardées séparément par les yeux d’un même observateur, placés 
en P et en P’, font naître, pour cet observateur, l'effet stéréoscopique. 

(2?) Le système spécial de géométrie descriptive qui résulte de là a été étudié, en 1917, 
par M. Juhel-Rénoy dans la Revue de l'Enseignement des Sciences (1.11, p. 188). 


WWW.rcin.org.pl 


22 PREMIÈRE PARTIE. — GÉOMÉTRIE PURE. 


point fixe vers lequel convergent toutes les droites de rappel mm' étant 
alors le point où cette droite PP, P’ perce le plan +. 

Si, ayant rapporté tous les points de l’espace au trièdre trirectangle O £yz, 
on prend, dans ces conditions, le plan Oxy (dit alors horizontal) pour plan 7, 
le plan Oz (dit vertical) pour plan 7,, le point à l'infini sur O 3 pour point P, 
le point à linfini sur Oy pour point P,, le point à l'infini sur la bissectrice 
de l'angle yOz pour point P', on tombe sur le mode de représentation 
usité en géométrie descriptive ordinaire. La droite PP, P’ est alors la droite 
à l'infini du plan Oyz et les lignes de rappel sont toutes parallèles à Oy. 

Si l’on prend le plan O xz (tableau) pour plan 7, le plan O xy (géométral) 
pour plan 7,, le point P quelconque à distance fie (point de vue), le point 
à l'infini sur Oz pour point P,, le point P’ coïncidant avec P, on obtient la 
représentation qui est connue sous le nom de perspective conique. La 
droite PP, est alors parallèle à Oz et les lignes de rappel sont toutes paral- 
lèles à cet axe. 

Le plan x étant cette fois orienté de façon quelconque par rapport au 
trièdre Oxyz et les points P et P’ confondus à l'infini d’une droite A égale- 
ment quelconque, non située dans 7, si l’on prend le plan Oxy pour plan 7, 
et le point à l'infini sur Oz pour point P,, on a (en supposant les segments 
unitaires marqués sur les projections de Ox, Oy et O3) la perspective axo- 
nométrique, qui, lorsque le plan + est également incliné sur les trois faces 
du trièdre Oxyz et la droite A perpendiculaire à ce plan, devient la perspec- 
tive isométrique ; lorsque le plan x est parallèle au plan Oxz et la direction 
de A quelconque, la perspective cavalière. 

Pour définir une perspective axonométrique, on peut se donner arbitri: 
rement la projection du trièdre de référence avec les unités de longueur 
portées, à partir de l’origine O, sur chacun des trois axes, et, mieux 
encore, en munissant chacun des trois axes d’une échelle métrique arbi- 
traire. Comme les coordonnées x, y, z sont réduites sur la projection dans 
le même rapport que les unités de longueur correspondantes, cela permet 
le report immédiat, sur l’épure, de la projection de tout point de l’espace 
sur Oxy, et de ce point lui-même ('). Dans la perspective isométrique les 


(1) On doit attacher à la perspective axonométrique un véritable intérêt pratique en 
raison de l'utilité qu'elle peut offrir pour la représentation des édifices ou des motifs d'archi- 
tecture, comme l'attestent les admirables planches jointes aux diverses publications sur l’art 
de bâtir chez les anciens dues à Auguste Choisy, qui fut Répétiteur d'Architecture à 
l'École Polytechnique. Voir notamment : L'art de bâtir chez les Romains (1873) et L'art 
de bâtir chez les Byzantins (1882). On trouvera une étude développée sur Auguste Choisy 
et son œuvre dans le numéro de janvier 1930 du Bulletin de la Société des Amis de L'École 
Polytechnique. 
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trois axes projetés, à 120° les uns sur les autres, portent des échelles iden- 
tiques. Dans la perspective cavalière les axes Ox et Oz, rectangulaires 
entre eux, portent les échelles identiques. 


C. — TRANSFORMATIONS DUALISTIQUES. 


12. Coordonnées tangentielles. — L'équation générale d’un plan en 
coordonnées cartésiennes homogènes x, y, z, tétant mise sous la forme 


$ 


(x) UD + ey + ws + SH —=0, 


les trois paramètres 


qui déterminent ce plan sont appelés ses coordonnées plückeériennes (du 
nom du géomètre qui, le premier, les a employées systématiquement, 
comme coordonnées du plan) et l’on voit que, si dans l'équation précédente, 
on suppose x, y, 3, t constants, on a, entre les u, 6, w, s de tous les plans 
passant par ce point, une équation linéaire qui est l’équation de ce point en 
coordonnées plückériennes homogènes u, +, 

On voit, en outre, que si H, K, L sont les points où le plan considéré 
coupe les axes de coordonnées, on a 


a, S. 


lu I p 1 w I 
_ 7. — 3 — —— — — m à 


$ s OH s ORK’ s OL 


D'une manière générale, si l’on considère tous les plans qui sont tangents 
à une surface S, il existe entre les coordonnées, u, +, 4°, s de chacun de 
ces plans une certaine relation 


SCURU RSS Y0; 


qui est l'équation de S dans ce système de coordonnées; c'est pour cette 
raison que ces coordonnées sont dites tangentielles. Mais on peut, d’une 
infinité de manières, déterminer un plan par un système de trois paramètres 
autres que les précédents et tels que, lorsque ce plan passe par un point 
fixe, il existe, entre ces paramètres, une relation linéaire ("). 

Parmi ces divers systèmes de coordonnées tangentielles, il y a lieu de 
distinguer à part celui dans lequel les coordonnées u, 6, w, au lieu d’être, 


(1) Sur la définition la plus générale de telles coordonnées tangentielles, voir l’étude 
publiée en 1892 dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (p. 70), et la première 
édition, n° 12. 
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comme les coordonnées plückériennes, des inverses de segments de droites, 
sont constituées directement par de tels segments. Voici leur définition : 
Si Au, Be, Cw sont des axes dirigés parallèles, sur lesquels les origines 
sont À, B, C, et si un plan quelconque coupe ces axes aux points M, N, P, 
les coordonnées du plan MNP sont les segments AM =u, BN =r, CP = w, 
pris avec leur signe. 
Ces coordonnées étant liées par une équation linéaire 


ak bre d'=0; 


on voit que le centre de gravité G des points M, N, P, respectivement affectés 
des poids a, b, c, se trouve sur la parallèle aux axes menée par le centre de 
gravité G, des points A, B, C, affectés des poids a, b, c, et que, sur cette 
droite, le point G (en vertu du théorème des moments pris par rapport au 
plan ABC) est déterminé par 


au + bp + cw D np; À 
DT ATOME LE 


GoG — 


C’est donc un point fixe, par lequel passe constamment le plan MNP, ce 
qui démontre la propriété fondamentale de ces coordonnées, dites coordon- 
nées parallèles (' ). 


13. Transformation dualistique générale. — Si les variétés (E) et (E^) 
de la définition générale (n° 1), toutes deux à trois dimensions, comprennent 
l’une tous les points, l’autre tous les plans de l’espace, si la correspondance 
entre point de l’une et plan de l’autre est univoque, si enfin à des points de 
la première variété situés dans un même plan correspondent des plans de la 
seconde passant par un même point, la transformation obtenue est dite 
dualistique. 

On dit alors que le point et le plan sont corrélatifs l'un de l’autre. 

Pour obtenir une transformation de ce genre, il suffit de faire corres- 
pondre en coordonnées homogènes au point M(x, y, z, t) de la première 
variété le plan r'(u, 6, w, s) de la seconde par les formules | 

u= LT + by + C8 + dé; 
" e= 0,8 + by + C:3 + dit, 
w = ax + byy + C33 + dit, 


s—a,x + b,y +c,:+ d;t, 
(1) Envisagées pour la première fois par Chasles en 1829, dans son grand Mémoire de 


géométrie sur la dualité et l'homographie (n° 86). On verra, dans le cas de la géométrie 
plane, le rôle important joué par ces coordonnées en nomographie. 
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le déterminant des coefficients n'étant pas nul, à supposer que u, 6, w, $ 
soient les coordonnées tangentielles de l’un des systèmes définis au numéro 
précédent. La correspondance est ‘bien, en effet, univoque et si, de plus, le 
point M décrit le plan +, d’équation 


(1) mæ + ny + ps + gt= ð; 
le plan corrélatif r' passe constamment par le point M' d’équation 
(1°) m'u + Mme + p'w+q's=0, 


les coefficients m’, n', p', q' étant faciles à former au moyen des a,, b 
1 ds 

De ce qu’à tous les points M d'un plan + correspondent tous les plans 7’ 
passant par un point M’, il résulte que, dans la transformation inverse, le 
point M’ aura pour correspondant le plan x et, par suite, que cette trans- 
formation sera aussi dualistique. 

Si le point M’ considéré comme appartenant à la première variété (E) a 
pour correspondant, dans la seconde (E’), ce même plan 7, la transforma- 
tion est, en outre, réciproque. Tel est le cas des figures polaires réciproques 
par rapport à une quadrique, dont la théorie est déjà connue, Mais il existe 
encore, dans l’espace, un autre genre de polarité réciproque, comme nous 
le verrons à propos de la théorie du complexe linéaire (n° 87). 

Si, d'une manière plus générale, le point M décrit une surface S, dont 
l'équation ponctuelle est 


19 


(2) Fien BITES 0; 


le plan 7’ reste tangent à une surface S’ dont l'équation tangentielle est 


(2) FC RAS) m0: 
LA 
Si, sur la droite D, donnée par l'intersection des plans +, et z, d’équa- 
tions 
MT + Ni) + piz + gil—0o, 
(3) 


M£ + NY + Ps8 + el —=O, 


! 


on considère un point M quelconque, les coordonnées u’, o', w 
corrélatif tr’ satisferont aux deux équations correspondantes 


, s’ du plan 


(3) \ mutne piw +qgis =o, 


| myu +n, t + pw + qas =0, 


qui sont celles des points M‘, et M, corrélatifs des plans 7, et r,. Tous les 


D'OCAGNE. 4 
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plans +’ passent donc par ces deux points el contiennent, par suite, la 
droite D’ qui les joint. Cette droite D’, corrélative de D, est donc définie en 
coordonnées tangentielles par l’ensemble des deux équations (3'). 

Le problème qui consiste à trouver les points de rencontre de la droite D 
avec la surface S d’équation (2), et celui qui consiste à trouver les plans 
tangents menés de la droite D’ à la surface S' d’équation (2') se réduisent 
donc, algébriquement, à un seul. Par suite, le nombre de ces points de 
rencontre, d’une part, et celui de ces plans tangents, de l’autre, sont les 
mêmes; autrement dit : l'ordre de la surface S est égal à la classe de la sur- 
face S'. 

Plus généralement, à tous les points d’une courbe quelconque de l’espace, 
définie par deux équations telles que 


points ne dépendant, par conséquent, que d’un seul paramètre, une trans- 
formation dualistique fait correspondre tous les plans dont les coordonnées 


satisfont aux équations 
| f'{u, r, w,5)=0; 


Q'(u, #,w,s)=0 


1 


et qui, par suite, eux aussi, ne dépendent que d’un seul paramètre. On sait, 
par la théorie des enveloppes ('), que ces plans sont tous tangents à une 
même surface réglée touchée par chacun d'eux tout le long d’une même 
génératrice, qui est dite la caractéristique de ce plan. Une telle surface 
réglée, ayant un plan tangent unique le long de chacune de ses génératrices, 
est ce qu'on appelle une développable (°). On peut donc dire que la trans- 
formée d'une courbe est une développable. Si, par suite, une surface passe 
‘par une certaine courbe, la surface corrélative est inscrite dans la dévelop- 
pable transformée de cette courbe. 
Lorsque la courbe que l’on transforme est plane, tous les plans corrélatifs 
de ses points passent par un même point et ont, par suite, pour enveloppe 
un cône. Ainsi, la transformée d'une courbe plane est un cône. Comme, 
d’ailleurs, aux points de rencontre de la courbe et d’une droite située dans 
son plan correspondent les plans tangents au cône, menés par une droite 


(1) Cette théorie est faite dans le Cours d'Analyse. 
(2) On reviendra plus tard sur la théorie des développables (11, C). Il nous suffit pour le 
moment d'en rappeler le mode de génération indiqué ci-dessu® 
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issue de son sommet, on voit que l’ordre de la courbe est égal à la classe du 
cône corrélatif. En particulier, une conique a pour corrélatif un cône du 
second degré. 


14. Principe de dualité. Exemples d'application. — D'une manière géné- 
rale, si, dans les équations qui expriment une certaine propriété en coor- 
données ponctuelles, on substitue à celles-ci des coordonnées tangentielles, 
il suffit d'interpréter les équations obtenues en tenant compte de la nou- 
velle signification des paramètres pour obtenir une nouvelle propriété qui 
est dite corrélative de la première. C’est dans la mise en œuvre de ce procédé 
de démonstration que consiste le principe de dualité de Chasles. 

L'application de ce principe est particulièrement facile dans le cas des 
propriétés projectives puisque, à des points situés dans un même plan corres- 
pondent des plans passant par un même point; à des points en ligne droite, 
des plans passant par une même droite. En outre, de ce que les coordonnées 
cartésiennes des points de l’une des figures s'expriment en fonctions linéaires 
des coordonnées tangentielles des plans de l’autre, il résulte que les rapports 
anharmoniques se conservent, de ponctuelle située sur une droite à faisceau 
de plans passant par la droite corrélative, ou, entre faisceaux de droites 
tels que le plan de chacun d'eux soit corrélatif du sommet de l’autre. Le 
principe de dualité est d’une extrême fécondité. Nous ne saurions nous 
étendre ici sur ses applications ('). Nous nous bornerons à deux exemples 
qui nous seront utiles par la suite et qui ont trait l’un et l’autre aux fais- 
ceaux de quadriques. 

Deux faisceaux de quadriques, l’un ponctuel, l'autre tangentiel, peuvent 
ètre regardés comme corrélatifs l’un de l’autre. 

Prenons par exemple la propriété fondamentale des faisceaux ponctuels, 
propriété connue sous le nom de théorème de Desargues-Sturm, et qui peut 
s’'énoncer ainsi : Les quadriques d'un faisceau ponctuel déterminent sur une 
droite quelconque de l’espace des points en involution. | 

Transformée dualistiquement, cette proposition devient : les plans tan- 
gents menés d'une droite quelconque de l'espace aux quadriques d'un faisceau 
tangentrel sont en involution. Si une quadrique du faisceau devient tangente 
à la droite D considérée, les plans tangents correspondants se confondent ; 


(1) On trouvera dans la seconde Partie du Cours, à propos de la Nomographie, une appli- 
cation importante de ce principe dans le cas particulier où les coordonnées tangentielles, 
substituées aux coordonnées ponctuelles, sont prises sous la forme de coordonnées parallèles. 
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ce sont donc les plans doubles de l’involution. Il en résulte que les plans 
tangents aux deux quadriques du faisceau qui touchent D sont conjugués 
harmoniques par rapport aux deux plans tangents que l’on peut mener de D à 
une quelconque des autres quadriques du faisceau. 

Considérons en particulier un faisceau de quadriques homofocales. Parmi 
les quadriques dégénérées d’un tel faisceau se trouve l’ombilicale. Donc, les 
plans tangents aux deux quadriques du faisceau homofocal qui touchent D 
sont conjugués harmoniques, par rapport aux plans tangents menés de D à 
l’ombilicale, c’est-à-dire aux plans isotropes passant par D; autrement dit, 
ils sont rectangulaires. De là ce théorème : 


Dans tout faisceau de quadriques homo focales il y en a deux quitouchent 
une droite quelconque de l'espace, et les plans tangents à ces deux quadriques 
en leurs points de contact avec cette droite sont rectangulaires. 


Revenons à notre faisceau ponctuel. Un plan + quelconque coupe les 
quadriques Q de ce faisceau suivant des coniques C passant par quatre 
points fixes, savoir ceux où ce plan z rencontre la biquadratique gauche 
commune à toutes les quadriques Q. Par ces quatre points passent notam- 
ment trois couples de droites. Chacun de ces couples constitue la section 
d'une quadrique du faisceau tangente à 7 au point où se croisent les deux 
droites du couple. Les trois points ainsi définis forment d’ailleurs un 
triangle conjugué par rapport à toutes les coniques C. On a donc ce théo- 
rème : 


Dans un faisceau ponctuel de quadriques il y en a trois qui. touchent un 
plan quelconque. Les trois points de contact forment un triangle conjugué par 
rapport à toutes les coniques déterminées par ce plan dans les quadriques du 
faisceau. 


- La proposition corrélative sera : 


Dans un faisceau tangentiel de quadriques il y en a trois qui passent par 
un point quelconque. Leurs trois plans tangents en ce point forment unitrièdre 
conjugué Par rapport à tous les cônes ayant ce point pour sommet et qui sont 
circonscrits aux quadriques du faisceau. 


S'il s’agit d’un faisceau de quadriques homofocales, l’une d’elles dégé- 
nère en l’ombilicale et le trièdre conjugué par rapport au cône qui passe par 
celle-ci est trirectangle. Ce trièdre trirectangle étant également conjugué 
par rapport à tous les autres cônes circonscrits, c’est donc que ses faces se 
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confondent avec leurs plans principaux, d’où ce théorème dù à Chasles : 


Les cônes ayant même sommet, quë sont circonscrits à toutes les quadriques 
d'un faisceau homo focal, ont mêmes plans principaux. 


D. — NOTIONS SUR LA THÉORIE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 


15. Opérations symboliques sur les transformations, — Faisant corres- 
pondre à une transformation déterminée la lettre &,, on exprime que cette 
transformation appliquée à la figure F donne la figure F' par la notation 


qui s'énonce : F' est la transformée de F par ©. 
Si nous appliquons maintenant à F’ la transformation ©.. nous avons 
29 


F'—F'S,— (F6, )5.. 


Nous conviendrons, par définition, de poser 


ea 


(1) (FS, )8 = F (8, 5.) 


et nous dirons que nous avons effectué sur la figure F le produit des trans- 
formations ©, et &.. 
Remarquons tout de suite que cètte multiplication des transformations 


Fig. 2. 


n'est pas commulalive, c'est-à-dire que l’on n’a pas, en général, ©, &, = 8, G.. 
I suffit, pour s’en convaincre, de recourir à un exemple. Supposons que la 
transformation ©, soit une inversion de pôle O, et la transformation ©, une 
symétrie par rapport à une droite D ne passant pas par O. Les deux trans- 
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formations prises dans l’ordre ©, G, font correspondre au point M quel- 
conque d’abord le point M’, puis le point M”; dans l’ordre inverse, elles 
donnent d’abord le point M‘, puis le point M”. Pour démontrer rigoureu- 
sement que les points M” et M’, ne peuvent pas coïncider, il suffit de remar- 
quer que, si l’on considère le cércle passant par les points M, M'et M, 
cercle qui a son centre sur D puisque M et M° sont symétriques par rapport 
à cette droite, les points M” et M” sont forcément l’un et l’autre sur ce cercle. 


Pour qu'il y eût coïncidence des points M” et M’, il faudrait donc que la. 


droite MM, passàt par le pôle O ; mais ce pôle est nécessairement sur MM’; 
il faudrait donc qu'il fût à la rencontre de M M” et de-MM', c’est-à-dire 
en |, sur la drorte D, ce qui est contraire à l'hypothèse; donc, les points M" 
et M' sont bien nécessairement distincts, et l’on voit que, dans ce cas, les 
produits &, &, et V, ©, ne sont pas équivalents. Il pourra, d’ailleurs, bien 
entendu, en être exceptionnellement ainsi, et ce serait notamment le cas 
avec l’exemple précédent si laxe de symétrie D passait par le pôle O de 
l'inversion. i 

En revanche, la multiplication des transformations est associative, c'est-à- 
dire que l’on a 

(E, ) T= 6, (8,6, ). 
Il est facile de le démontrer en partant de la définition (1) ci-dessus. 
En effet, si l’on part de 
F'— Fg, = [F(8,8,)]8, 


on a, en appliquant une seule fois la définition (1), 
Fr F[(8,5,)8, ]. 
Si, maintenant, l’on part de 
F= F'5,—(F'8,)5, 
et que e applique deux fois la même définition, on a 
F'— F' (8,8) = (F8) (8,8) = F[8,(8,8,)] 


Il suffit de comparer les deux résultats obtenus pour en déduire que 


CAMANA A 


Par voie d'extension immédiate, on en conclut que, dans un produit 


quelconque de transformations, on peut, sans en changer l’ordre, grouper 


entre crochets autant de facteurs successifs que lon veut. 
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Par convention, si l’on a 


on écrit aussi 


la transformation &-' étant dite l'inverse de &. Si, à cette convention, on 
ajoute celle de représenter par ©” le résultat de la transformation © répétée 
consécutivement m fois, on vérifie immédiatement que le calcul des expo- 
sants est le même pour les transformations que pour les puissances, c’est-à- 
dire que l’on a, pour m et'n entiers mais de signe quelconque, 


G'a+ n — = 6" Pr, 


En désignant par 1 la transformation identique (qui conserve la figure F ) 
on voit aussi que l’on a, pour © quelconque, 


6e '=6 70e 


Si la transformation est identique à son inverse, auquel cas elle est dite 
réciproque, on a © = &-' et, par suite, 


Ge 


2 


Démontrons enfin que le produit des inverses de plusieurs trans formations 
est égal à l'inverse de leur produit écrit en sens inverse. 
On a en effet, évidemment, 


Gi On ON SO GUEST, 


car les facteurs se détruisent deux à deux à partir du milieu, &,%,, se rem- 
plaçant par 1, et ainsi de suite. 

Multiplions les deux membres par (©, ®,...8,) '; en usant du groupe- 
ment entre crochets, nous aurons 


CA ARE PS TS A RES AS ut RUE OL LENS FE NE M) 


ou 
6,6, —=(66%,...8»)" 


8, 4 


Faisons encore la remarque suivante : la figure F étant transformée en F’ 
par la transformation ż, transformons à la fois F et F' par © en 9 et ’, de 
sorte que 


=F,  o—=F'S. 


La figure q g' peut ètre regardée comme transformée de 3 par une certaine 
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transformation 6 de telle sorte que 2'— 40, ce qui peut s’écrire 


ou 


d’où il résulte que t% = V9. 
Multipliant les deux membres de cette égalité en avant par & ', on a 


Gtt, 
et, de même, en les multipliant en arrière par ©~', 


00e 


16. Groupes de transformations. — On dit que les transformations 
appartenant à un ensemble bien déterminé, d’ailleurs fini ou infini, consti- 
tuent un groupe lorsque le produit de deux quelconques d’entre elles et lin- 
verse de chacune d'elles font aussi partie de cet ensemble ('). Il en résulte 
qu'un groupe renferme les produits de puissances quelconques des transfor- 
mations qui y figurent. Autrement dit, si ©, Ba, B, ... sont des transfor- 
mations du groupe, le produit SEPE, ..., où My, Ma, Ma, ... sont des 
entiers positifs ou négatifs, appartient aussi au groupe. Il en est ainsi 
notamment de Y, V ' —1; c'est-à-dire que tout groupe renferme la trans- 
formation identique. 

Il se peut que, parmi les transformations appartenant au groupe, celles 
qui satisfont à une condition particulière donnée forment elles-mêmes un 
groupe qui est dit alors un sous-groupe du précédent. 

Par exemple, l’ensemble de toutes les transformations homographiques 
de l’espace constitue un groupe puisque le produit de deux transformations 
homographiques et l'inverse d’une transformation homographique sont des 
transformations homographiques. Ce groupe infini est appelé le groupe 
projecti f. 

Parmi les transformations homographiques, celles qui conservent le plan 
de l'infini forment également un groupe, comme on le voit tout aussi aisé- 
ment; ce groupe, qui est celui des affinités, dénommé parfois groupe linéaire 
général, est donc un sous-groupe du groupe projectif. 


(1) La notion de groupe qui joue maintenant un rôle essentiel dans les diverses parties 
des Mathématiques supérieures a d’abord été imaginée par Évariste Galois à propos de la 
théorie. des équations algébriques. C’est Sophus Lie qui l’a introduite dans celle des trans- 
formations. On trouvera un excellent résumé des belles recherches de Lie dans les Leçons 
élémentaires sur La théorie des Groupes de transformations de M. G. Vivanti, traduites 
en français par M. A. Boulanger ( Gauthier-Villars, 1904 ). 
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De mème, parmi les transformations affines ou linéaires, celles qui con- 
servent l’ombilicale forment un groupe, celui des similitudes, qui se trouve 
ainsi être un sous-groupe du groupe linéaire. 

Dans le groupe des similitudes, il est encore intéressant de distinguer 
celles pour lesquelles le rapport de similitude est égal à 1, que lon peut, 
d’ailleurs, répartir en deux classes, suivant que les figures obtenues sont 
superposables ou non (comme c’est le cas pour une figure et son image dans 
un miroir). Dans le premier cas, la transformation se borne à un déplace- 
ment, et l’on voit que tous les déplacements forment un groupe, sous-groupe 
lui-même du groupe des similitudes. | 

Dans le second cas, nous donnerons à la transformation le nom de retour- 
nement (1). 

Mais, à l'encontre des déplacements, les retournements ne constituent 


pas un groupe, attendu qu'il est clair que deux retournements successifs 
équivalent à un déplacement, et non à un retournement. 


17. Composition des inversions. Groupe isogonal. — Soient © une trans+ 
formation ponctuelle quelconque trans formant les sphères en sphères, $ et $' 
des inversions par rapport à des sphères fondamentales S et S’ dont les 
centres O et O’ se correspondent dans la transformation © (°). 

Elfectuons le produit de transformations S65’. A un plan quelconque les 
transformations S, ©, $’ font successivement correspondre une sphère pas- 
sant par ©, une sphère passant par O', un plan; donc le produit de ces 
transformations est une homographie. De plus, l'ombilicale se conserve 
dans chaque transformation; donc cette homographie est une similitude 5, 


et l’on peut écrire 
SBS'— 


ou, en multipliant en avant par $ et en arrière par $’, 


g= seS. 


Considérons dés lors un produit 8,8, ...8, d'inversions quelconques par 
rapport à autant de pôles distincts. Choisissant arbitrairement une autre 
inversion S de pôle O, formons le produit 


GS, 0: On 


(1) Pour rappeler l'analogie avec les figures vues dans les miroirs dont on dit, dans le 
langage courant, qu’elles sont retournées par rapport à la figure directe. 
(2) Cette démonstration est due à l'élève Pétry de la promotion 1921. 


D'OCAGNE, 5 
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Il fait bien correspondre à toute sphère une sphère. Si O’ est le trans- 
formé de O par © et si S' est une inversion de pôle O’, on a, d'après le 
lemme, © — S58'; donc 
| | Si... Sa S". 

Or, on peut remplacer 5 par le produit d’un déplacement ® et d’une 
homothétie de pôle O’, et le produit de cette homothétie par $' est une 
autre inversion de pôle Oʻ, qu’on peut encore désigner par 8’. Donc 


DS 9 —= DS", 


Si le point O est rejeté à linfini, $' se réduit à une symétrie et l’on a 
pour le produit AS’ une similitude qui peut être remplacée par le produit 
d’un déplacement @ par une homothétie 3€. 

. On n'obtient finalement que. des transformations MS et @üe. Elles 
forment un groupe dit isogonal parce que, comme Liouville l’a remarqué le 
premier, ce groupe contient toutes les transformations de l'espace qui con- 
servent les angles (). 

On peut donc dire que Le produit d'un nombre quelconque d'inversions est 
équivalent soit à une similitude, soit à un déplacement suivi d'une inversion. 

Les inversions ne forment pas un groupe puisque le produit de deux 
inversions ne se ramène pas à une seule inversion. Mais il est facile de véri- 
fier que l’on obtient un groupe en prenant toutes les transformations conte- 
nues dans le symbole 5, c’est-à-dire les similitudes (admettant comme sous- 
groupes les homothéties et les déplacements), jointes à celles qui sont 
contenues dans le symbole MS, c'est-à-dire les déplacements suivis d’inver- 
sion (l’ordre AS pouvant, on le voit sans peine, être remplacé par $@). On 
remarquera que toutes les trans formations de ce groupe conservent les angles. 
Réciproquement, Liouville a démontré que toute trans formation conservant 
les angles appartient à ce groupe qui a reçu, en raison de ce fait, le nom 
de groupe isogonal. Il doit être d’ailleurs bien entendu que ce théorème ne 
s'applique qu’à l’espace, Cauchy, ayant fait voir, au contraire, que dans le 
plan, il existe une infinité de transformations isogonales, résultant de ce 
théorème, démontré dans le Cours d'Analyse : « Si x'+ y'i = F(x + yi), 
F étant une fonction analytique, la transformation qui fait correspondre le 

point (x', y') au point (x, y) est isogonale. » 


(1) Une démonstration géométrique du théorème de Liouville a été donnée dans les Nou- 
velles Annales de Mathématiques (1920, p. 356) par l'élève Lévêque, de la promotion spé- 
ciale 1919. Ce théorème peut aussi se déduire de la démonstration de l'élève Pétry. Comme 
on le verra dans une note du n° 58. 
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A. — COURBES PLANES., 


a. — RAPPEL DE NOTIONS CLASSIQUES (!). 


18. Éléments de la courbure. — Si la position d’une ligne L, sur un plan, 
dépend d’un paramètre variant de façon continue, le point de rencontre de 
deux positions infiniment voisines L et L' de cette ligne tend, sur L, vers 
un point M qui est dit le caractéristique de L. Le lieu de ce point M est une 
ligne E, tangente en M à L, et qui est dite l'enveloppe de L. 

En particulier, l'enveloppe des normales à une courbe C est une courbe D 
qui est dite la développée de C. Le point caractéristique de chaque normale 
est dit le centre de courbure dé la courbe C répondant au point M de cette 
normale. Sa distance R à ce point M, appelée rayon de courbure, est égale à 


ds ; 
la fitnité du rapport 7 FL ds et dŷ étant les différentielles, en M, de l'arc de 


la courbe C et de l’ an 0 que fait sa tangente avec une direction fixe quel- 
conque du plan. Le cercle ayant pour centre et pour rayon le centre de 
courbure et le rayon de courbure répondant au point M est le cercle de 
courbure en ce point. 

Réciproquement, la courbe C est dite une développante de la courbe D; 
c'est une trajectoire orthogonale des tangentes à cette courbe D; mais, 
alòrs qu’une courbe ne possède dans son plan qu’une seule développée, elle 
admet une infinité de développantes, deux de ces développantes découpant, 
sur leurs normales communes, des segments tous égaux entre eux; pour 
cette raison, elles sont dites parallèles. 

Le nom dé développante tient à la propriété RTE que voici : si m 
et m sont les centres de courbure répondant aux points M et M' de la courbe C, 


(!) Les propositions ici rappelées ont été établies en Mathématiques spéciales ou dans le 
cours d'Analyse de l'École. 


www.rcin.org.pl 


~ 


36 PREMIÈRE PARTIE. — GÉOMÉTRIE PURE. 


l'arc mm' de sa développée D est égal à la différence des rayons de cour- 
bure mM et w M' ('). 

On voit donc que, si l'on suppose un fil parfaitement flexible et inexten- 
sible appliqué le long de la courbe D, à laquelle il est fixé par une de ses 
extrémités, et qu'on l'en détache en le tenant constamment tendu par son 
extrémité libre M, celle-ci décrira une développante C de D. 

Lorsque le rayon de courbure s’annule en un point, il y a rebroussement 
en ce point; lorsqu'il devient infini, il y a inflexion. 


19. Contacts des divers ordres. Éléments osculateurs. — Si deux courbes 
C et C' ont, en un point M, simple sur chacune d'elles, n +1 points com- 
muns confondus, on dit qu'elles ont en ce point un contact d'ordre n. Le 
caractère analytique d’un tel contact consiste en ce qu'aux environs du 
point M, la différence des ordonnées des deux courbes ‘est un infiniment 
petit du (n +1)" ordre, ou, ce qui revient au même, que les z premières 
dérivées de l’ordonnée ont, pour les deux courbes, la même valeur au 
point M. 

Si c’est une courbe dont la détermination complète résulte de la connais- 
sance de 7 +1 points, le fait d’avoir en M un contact d'ordre n avec C 
suffit à la définir entièrement. On peut dire alors qu'elle est, pour sa caté- 
gorie, osculatrice en M à la courbe C. 

Par exemple, une droite étant définie par deux points, un cercle par trois, 
une parabole par quatre, une conique quelconque par cinq, ete., il existera 
en chaque point d’une courbe : une droite osculatrice ayant avec la courbe 
un contact du premier ordre (c’est la tangente); un cercle osculateur ayant 
un contact du deuxième ordre (on démontre qu'il se confond avec le cercle 
de courbure); une parabole osculatrice ayant un contact du troisième ordre; 
une conique générale osculatrice ayant un contact du quatrième ordre, etc. 

Ces définitions de l’ordre du contact et des éléments osculateurs s’éten- 
dent d’ailleurs immédiatement au contact des courbes et des surfaces dans 
l’espace. Par exemple, en chaque point d’une courbe gauche, il y a un plan 
osculateur (trois points communs confondus; contact du second ordre), 
une sphère osculatrice (quatre points communs confondus; contact du 
troisième ordre), etc. 

. Mais il peut se faire qu'exceptionnellement, en certains points, la 
courbe C’, osculatrice à C, ait avec celle-ci un contact plus élevé d’une 


(1) On trouvera plus loin (n° 22, coroll, I1) une démonstration de cette proposition, 
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4 
unité que celui que comporte son degré de détermination; on dit alors 
qu’elle lui est surosculatrice. Par exemple, une droite, entièrement déter- 
minée par deux points, peut, en certains points, avoir trois points con- 
fondus avec la courbe C; cette droite surosculatrice est ce qu’on appelle 
une tangente stationnaire; son point de contact est un point d'inflexion. 

Si une courbe présente un axe de symétrie, il est clair que toute courbe 
admettant le mème axe de symétrie et ayant en commun avec la première, 
au sommel situé sur cel axe, 2k + 1 points confondus, en a nécessairement 
un (24 + 2)°"°, De là résulte qu'une telle courbe osculatrice, à contact nor- 
malement d'ordre 2%, a, exceplionnellement, avec la courbe, en ce sommet, 
un contact d'ordre 24 +1 correspondant à une surosculation. 

Par exemple, en un tel sommet, il y a un cercle surosculateur (contact 
du troisième ordre, au lieu du deuxième), une conique générale suroscula- 
trice (contact du cinquième ordre, au lieu du quatrième), ete. 


b. — FORMULES FONDAMENTALES. 


20. Généralités. — La détermination des éléments liés à une courbe 
plane, et qui dépendent d'infiniment petits de divers ordres, peut s'effectuer 
systématiquement par l'application des règles connues du calcul différentiel; 
mais les expressions analytiques ainsi obtenues ne sont pas toujours d’une 
interprétation géométrique commode ; aussi a-t-on souvent intérêt à recourir 
à certaines relations géométriques, directement établies, entre les varia- 
tions infiniment petites simultanées des divers éléments d’une figure 
variable. Nous allons examiner ici celles de ces formules infinitésimales qui 
sont de lapplication la plus courante. 

Remarquons tout d’abord, pour n’avoir pas à y revenir, que si l’on fait 
dépendre les changements de la figure variable d'un certain paramètre 
arbitraire £, on peut, dans les formules obtenues, remplacer les variations 
infiniment petites par les différentielles correspondantes relatives à #, qui 
en constituent, en ce cas, les valeurs principales. 

Si, en particulier, le paramètre t représente le temps, il suffit de diviser 
les différentielles par dt pour que les formules géométriques obtenues se 
transforment en formules cinématiques liant les vitesses simultanées des 
divers points de la figure variable. 

D'autre part, pour l'établissement de ces formules, on peut remplacer 
les divers éléments infiniment petits par d’autres qui n’en diffèrent que de 
quantités infiniment petites d'ordre supérieur. C’est ainsi que l’on pourra 
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remplacer un arc de courbe infiniment petit soil par sa corde, soit par la 
somme des longueurs des tangentes en ses extrémités, limitées à leur point 
de rencontre, le sinus ou la tangente d’un angle infiniment petit par cet 
angle lui-même, etc. 

Un arc infiniment petit compté sur la courbe (A), à partir du point A, 
sera désigné par d (A). 


21. Variation infiniment petite de l'arc limité, sur une courbe, par une 
tangente à une autre courbe. — Soient A et A’ les points où la courbe (A) 
est coupée par les tangentes aux points infiniment voisins M et M’ de la 


Fig. 3, 


courbe (M), tangentes qui se coupent au point M,, 


Le triangle M, AA’ donne 
| AN sit AE M AU sin 


ou, si l’on appelle 0 l'angle que fait la tangente MA avec une direction fixe 
quelconque du plan, « l’inclinaison de la tangente AT sur la tangente MA, 
et que l’on ne conserve, conformément à la remarque ci-dessus, que les 
valeurs principales des deux membres, 


d(A).sina = MA. dâ, 
d’où 


(1) HAVE NE 


: .dô = A a.d, 
n 


a étant le point de rencontre des normales en A et en M respectivement aux 
courbes (A)et (M). 
Si la tangente MA coupe une seconde courbe (B) au point B, on a de 
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même 
MB 
d(B)=—; -d0 —Bb.d6, 
SIN 2 


d’où, en remarquant que, dans le triangle ATB, on a 


sin B E AT 
sing HP? 
on déduit immédiatement 


d(A)... MA.AT — Aa 
d(B) MB.BT  Bé 


(I bis). 


La première de ces deux variantes de la formule (I, brs) avait déjà été 
obtenue par Newton; la seconde, établie par le colonel Mannheim, a servi 
de base à sa méthode de détermination des normales aux courbes décrites 
dans le déplacement d’un triangle variable de forme en même temps que de 
position. 

Soit ABC un tel triangle dans lequel les normales aux lieux des sommets 
sont A g'a", B5"6, Cyy', et les normales aux enveloppes des côtés ay, 


Fig. 4. 


by'a', ca’ 3". L'application répétée de la formule (I bis) donne 


d(AY "Aa." d(B) BB: d(C) :Cy 


BB” d(C) Cy d(A) ASA 
d’où, en multipliant membre à membre, 

Aa” B6.Cy' 

270 by: A ra 


Telle est la relation générale de Mannheim. Il est facile de voir qu’elle 
permet, lorsque l’on connaît cinq des six normales, de déterminer la sixième, 
Si, en effet, c’est la normale au lieu d’un des sommets, C par exemple, qui 
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. . . Gy 3 ` f 
est inconnue, la relation ci-dessus donne le rapport üy” d’où une construc- 
tion facile de la droite C yy'. Si, au contraire, l’inconnue est la normale de 
Lenvelonpe, d’un des côtés, AB par FAR 2 la même relation donne le 


Bg 


22. Variation infiniment petite de longueur d'un segment de droite. — 
Si la tangente M'A’ coupe la courbe (B) en B’, la différence A'B'— AB 
représente la variation infiniment petite d(AB) du segment AB. Or, la pro- 
jection du contour AA'B'B sur la droite AB (fig. 3) donne 


rapport ==, d'où également une facile construction de la droite "8" (*). 


AB = AA’ cos(AA'. Ax) + A’ B'cos(A'B'. Ax) + B'Bcos(B'B.Bx). 


Les valeurs principales des ME re (AA'.Aæx)et(B'B.Bzx) sont respecti- 
vement « et t — 5. D'autre part, l'angle (A'B'.Ax) étant infiniment petit, 
la valeur principale de son cosinus est égale à 1. On peut donc écrire 


AB— d(A)cosæ + A'B/— d(B)cosB + s, 


£, étant un infiniment petit du second ordre, et, par suite, en ne conservant 
que la valeur principale de d( AB), 


(11) d(AB) = d(B) cosf -- d(A) cos a. 


Remarquons tout de suite que la démonstration précédente subsiste sans 
aucune différence lorsque AB et A'D’ ne se rencontrent pas, c’est-à-dire 
lorsque le segment AB se déplace non plus dans un plan, mais dans l’espace. 
Nous ferons donc usage par la suite de cette formule (IlL) lorsqu'il s'agira 
de la variation d’un segment de droite mobile dans l’espace. 


$ x NT Ey i; i 
(1) Pour le premier problème si lon a trouvé r = K, il suffit de prendre sur CB le 
ay 


z i Ca i ; s A s ; ; À 
point a’ tel que r a k; le ir y" est à la rencontre des perpendiculaires à Ca’ en a'et 
a 


A a i 

- 4 s1 A x’ R" car ` +3 à au 
BE - k, et si Az” et B6” se rencontrent en 1, le. triangle Ix" 
coupé par la transversale AcB donne : 


à Cb en b. Pour le second, si 


ca” _ Aa".Bl `, BI 
N E. u T T AES 
; , ca A z; 
Si donc on prend sur AI le point %, tel que A 4, = k. BI, on a — = » Ou si la parallèle 
? ce’ TA 
F n 
. h > i SAS" cz Ha 
à AB menée par 2, coupe en z, la perpendiculaire IH abaissée de I sur AB, — = HT? ce 
cé 


qui montre que le point x" se trouve sur la droite B43. 
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Remarquons aussi que la même formule (JI) peut encore être facilement 
étendue aux arcs de grand cercle variables sur une sphère. Si, en effet, 
AB et A'B' représentent deux positions infiniment voisines de tels arcs se 
coupant au point P, et si, de P comme pôle, on décrit sur la sphère des 
cercles passant par A’ et B’ et coupant respectivement l’arc AB en A” et B”, 
on a PA' = PA”, PB'= PP" et, par suite, A'B'— AB = BB" — AA". Or, 
à des infiniment petits du troisième ordre près, les triangles infinitési- 
maux AA'A” et BB'B”, rectangles en A” et en B”, peuvent être traités 
comme des triangles rectilignes. On a donc, en négligeant encore des infi- 
niment petits du troisième ordre, AA” = d( A) cosx, BB"= d (B) cosĝß, æ et 
3 étant les angles que les trajectoires (A) et (B) font avec l'arc AB, ce qui 
suffit à établir la formule (I1) pour ce cas. 

De cette formule (Il) nous pouvons dès lors tirer des corollaires appli- 
cables aussi bien si AB représente un arc de grand cercle variable sur une 
sphère qu'un segment de droite variable sur un plan ou dans l’espace. 


Corollaire 1. — Si AB est de longueur constante et reste normal au lieu 
de son extrémité A, ce qui entraîne à la fois d(AB)—o et cosx = o, on 
a cosß = 0; par suite, AB est si normal au lieu de son extrémité B. Ces 
deux lieux sont alors dits parallèles. 


Corollaire I. — Si dans la formule (II), on suppose l'angle & nul et 
l'angle 5 droit, auquel cas la courbe (B) est une développante de (A), on a 
d(AB) + d(A)=0o. 

d'où, en intégrant à partir de la position A, Bs, 

arc A, À = A, Ba — AB; 
ce qui établit la propriété fondamentale des développantes aussi bien dans 
l’espace et sur la sphère que sur le plan. 


Dans le cas des courbes planes, et dans celui-là seulement, la formule (1) 
du n° 21 permet de transformer la formule (TI) en la suivante : 


(H bis) d(AB) = ab.d9, 


que Mannheim a obtenue directement par une autre voie. 

Lorsque le point A se confond avec le point M, si m est le centre de cour- 
bure répondant à M, en remplaçant dans (IT), 4(A)cosa par d(M), comme 
par définition, d(M) = Mm. dð, on voit que la formule (H bis) devient 

d'MB)= mb ,df. 


D'OCAGNE, 6 
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A2 PREMIÈRE PARTIE. 
La formule (IL bës) conduit encore aux corollaires suivants : 


Corollaire II. — Si AB est de longueur constante, auquel cas d(A B) = 0, 
on a ab — o, c’est-à-dire que, si un segment de droite est de longueur cons- 
tante, les normales aux courbes que décrivent ses extrémités se coupent sur la 
normale à son enveloppe ('). 


Si, en particulier, l’une de ces deux courbes se confond avec l'enveloppe, 
on voit, par application de l'observation précédente, que, si un. segment de 
longueur constante reste tangent par une de ses extrémités à une certaine 
courbe, la normale à la courbe que décrit la seconde extrémité passe par le 
centre de courbure correspondant de la première. 


Corollaire IV. — Prenons, pour chaque position de AB, le point C qui le 
divise dans un rapport constant $, de telle sorte que AC = k. AB. Nous 
avons alors d(AC)=—#k.d(AB), et, par suite, si la normale au lieu de C 
coupe en € la normale à l’enveloppe de AB, ac = k .ab. Donc, en ce cas, 

act AG 
ab = AB 

En particulier, la normale au lieu du milieu de AB coupe la normale à 
l'enveloppe au milieu du segment déterminé par les normales aux lieux des 
extrémités., | 


23. Variation infiniment petite d'un angle. — Soit l'angle x, de som- 
met À, dont les côtés enveloppent les courbes (M) et (P) qu'ils touchent 
en M et P. Si 0 et 0’ sont les angles que ces côtés font avec une même direc- 


Fig, 5. 


tion fixe, d’ailleurs quelconque, du plan, on a, par application de la for- 
mule (1), en appelant 7m et p les points où la normale en A à la courbe (A) 


(1) Cette propriété s'établit ordinairement par la considération du centre instantané dé 
rotation. 
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coupe les normales en M et P aux enveloppes des côtés, 


d(A)=Am.d0—Ap.d#". 


Or 
‘da = d0' — d6. 
Donc 
IL BR AN zs) TA Le 
te à ce (5 Am. AA), 


formule également due à Mannheim. 


Corollaire I. — Si x est constant, ou da =o, on voit que Ap = Am, 
c'est-à-dire que les points m et p sont confondus. Ainsi : les normales aux 
enveloppes des côtés d'un angle de grandeur constante se de cite sur la normale 
au lieu que décrit son sommet (1). 

On déduit immédiatement de là que la tangente à la courbe (A) se con- 
fond alors avec celle au cercle circonscrit au triangle AMP et, par suite, 

que cette tangente est antiparallèle de la corde MP par rapport à langle MAP. 
= Comme précédemment, si l'enveloppe d'un des côtés se confond avec le 
lieu du sommet, la rencontre des normales se fait au centre de courbure de 
cette courbe unique. Donc, st un côté d'un angle de grandeur constante reste 
tangent au lieu de son sommet, la normale à l enveloppe du second côté passe 
par le centre de courbure de ce lieu. 


Corollaire IH. — Ce corollaire ue par analogie avec le numéro pré- 
cédent, s'établir pour le cas de la droite divisant l'angle x dans un rapport 
constant quelconque. Bornons-nous au cas de la bissectrice. Les deux demi- 
angles æ étant de même sens, on aura, par application de la formule (HT) 
ci-dessus, en appelant g le point où la normale à l'enveloppe de la bissec- 
trice coupe la normale au lieu de A, 


ou 


© (1) Celte propriété peut également s'établir par la considération du centre instantané. H 
suffit d'ailleurs de LR rene cette proposition du corollaire IH du numéro précédent, pour 
en déduire que les normales aux trajectoires de tous les points et aux enveloppes de toutes 
les droites d'une figure variable de position, mais invariable de forme, concourent toutes, à 
chaque instant, en un même point (Théorème de Chasles). 
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ce qui montre que le point q est conjugué harmonique du point A par rapport 
à mt et p. 


Nous allons maintenant traiter quelques problèmes offrant des exemples 
d'application des formules qui viennent d’être établies. 


c. — APPLICATIONS DIVERSES (:}. 


24. Centre de courbure des coniques. — La normale MN en un point M 
d’une conique étant la bissectrice de l'angle FMF' des rayons vecteurs, le 
dernier corollaire ci-dessus montre que, si les perpendiculaires élevées en F 


Fig. 6. 


et en F' à ces rayons vecteurs coupent la normale MN en f eten J’, le centre 
de courbure m est conjugué harmonique du point M par rapport à f et f'. 

Si donc nous projetons les quatre points M, m, f, f' une première fois 
sur l’un des rayons vecteurs, une seconde fois sur la normale, le point cor- 
respondant à m sera conjugué harmonique de M par rapport aux projec- 
tions G et G’ des foyers sur la normale. Or, ce conjugué harmonique n’est 
autre que le point N où la normale rencontre l'axe focal. On a, en effet, en 


(1) On trouvera d’autres applications nombreuses et variées de ces formules dans le 
Mémoire Sur les adjointes in finitésimales des courbes planes inséré en 1925 dans le Bull. 
de la Soc. math. de France (t. 52, p. 132 et 395). Voir aussi l'Annexe 4 du Tome I de la 
première édition (p. 357). 
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f e 
Err 


valeur absolue 
NG NF ME. MG 


NG NF MF MG 


De là, la construction : Élever en N à la normale MN la perpendiculaire NI 


qui rencontre le rayon vecteur MF en 1; la perpendiculaire élevée en Ià MT 


passe par le centre de courbure m (). 

Si, du point P, où la normale rencontre O y, on abaisse, sur MF et MF", 
les perpendiculaires PJ et PJ’, la droite JJ' passe par O, en vertu du théo- 
rème de Simson, car le point P, rencontre de la bissectrice de l'angle FMF’ 
et de la perpendiculaire au milieu de FF’, appartient au cercle circonserit 
au triangle MFF'. Dès lors, les triangles PJJ’ et mI’ étant homothétiques 
par rapport à M, les points O et H constituent, dans cette homothétie, un 
couple de points homologues comme P et m, et par suite, mH est parallèle 
à PO, c'est-à-dire perpendiculaire à O x. 

De là, la construction obtenue par le colonel Mannheim d’une tout autre 
façon : St la normale en M à la conique coupe au point N un axe Ox de cette 
conique, dont le centre est O, et si la perpendiculaire élevée en N à cette nor- 
male coupe en H le diamètre OM, la perpendiculaire abaissée de H sur Ox 
passe par le centre de courbure m répondant à M. 

Dans le cas de la parabole, la construction de Keill montre que, si la per- 


Fig. 7. 


pendiculaire en N à MN coupe en K le rayon vecteur MF, le centre de 
courbure m est sur la perpendiculaire élevée en K à MF; mais si KN coupe 


(1) C'est la construction la plus anciennement connue; elle a été donnée dès 1708 par le 
géomètre anglais Keill dans les Philosophical Transactions (t. 26, p. 177). On trouvera 
diverses autres variantes de la même construction dans un article paru en 1915 dans l’ Ensei- 
gnemènt mathématique (p. 307). - 
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en H le diamètre de M, N étant le milieu de KH, F est le milieu de MK, 
d’où la construction classique : prolonger le rayon MF d'une longueur égale 
FK et élever en K une perpendiculaire à ce rayon vecteur; elle passe par le 
centre de courbure m. | 

On voit que, lorsque le point M vient au sommet de la parabole, le centre de 
courbure correspondant se confond avec le symétrique de ce sommet par rap- 
port au foyer. 

Si les points M et m sont donnés, le lieu du point K est le cercle décrit 
sur M m comme diamètre, donc celui du point F, le cercle homothétique du 


précédent par rapport à M avec le rapport d’homothétie =; d'où ce théo- 


rème : Le lieu des foyers des paraboles ayant en un point d'une courbe quel- 
conque un contact du second ordre avec la courbe est le cercle tangent à cette 
courbe, qui a pour diamètre la moitié du rayon de courbure correspondant. 
Examinons encore ce que devient la construction dans le cas de l’hyper- 
bole équilatère. Après avoir effectué la construction telle qu’elle est énoncée 
ci-dessus, abaissons, du centre de courbure m, la perpendiculaire mK sur 


Fig. 8. 


le diamètre OM. Oan sait que, dans l'hyperbole équilatère, la normale MN 
et le diamètre OM sont également inclinés sur les axes. Il en résulte que le 
triangle MH est isoscèle et que MK = MN = OM. 

Donc, si l'on prolonge le rayon vecteur OM d'une longueur égale MK, la 
perpendiculaire élevée en K à OK coupe la normale MN au centre de cour- 
bure m. 

En particulier, le centre de courbure répondant à un sommet est le symé- 
trique du centre par rapport à ce sommet. 
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` Si le point M et le centre de courbure m sont donnés, le lieu du point K 
est le cercle décrit sur Mm comme diamètre et celui du point O, le cercle 
symétrique du précédent par rapport au point M, d’où ce théorème : 


Le lieu des centres des hyperboles équilatères ayant en un point M un contact 
du second ordre avec une courbe donnée est un cercle ayant pour diametre le 


symétrique, par rapport à M, du rayon de courbure de la courbe donnée en ce 
point. 


25. Tractrices. — Si le point M est tiré par le point A grâce à l'inter- 
médiaire d’un fil MA de longueur constante, ce point décrit une courbe 
dont, à chaque instant, la tangente passe par le point A et qui est dite une 
tractrice de la courbe (A) ('). 

D’après le corollaire IHI du n° 22, le centre de courbure m de la courbe (M) 
est à la rencontre de la normale en M à cette courbe et de la normale cor- 
respondante À a à la courbe (A). 

Fig. 9. 


(A) 


Quant au centre de courbure m, de la développée de M, il dépendra du 
centre de courbure a de (A). 

En effet, les côtés du triangle MA m touchant respectivement leurs enve- 
loppes aux points M, a-et m, l'application à ce triangle de la méthode de 
Mannheim (n° 21) donne, si aa! est la normale en a à la développée de (A), 
c'est-à-dire la perpendiculaire élevée en a à A a, 


d(M) Mm “AIAJ Aa d(m) mm, 


AA — Am. : dim) E AM) Mm’ 


(1) Si l’on appelle frajectoire d'une roue, sur le sol, le lieu des points de contact de 
tte roue avec le sol, on voit que si (M) est la trajectoire de la roue arrière d'une bicyclette, 
(A) est celle de sa roue avant. Le théorème ici donné est d'ailleurs extrait de la Théorie 
géométrique du virage à bicyclette, donnée dans le Génie civil (t. XXIX, 1896, p. 140). 
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p~ Aa.mm Aa ma' 
1 

ame NRA LES ou > 

Am.ma Am mm 


| 
i 
À d’où par multiplication, membre à membre, 
l 
, 


Prenons le point de rencontre x de aa’ avec MA et élevons en mà Am la 
perpendiculaire muy. qui coupe MA en p.. Nous avons 


à 
Aa À © 

Am Ap 

$ et, par suite, 

Aa ma! 

j | Au “a mnt, à 

l 

; ce qui prouve que la droite m, 14 passe par le point a, d’où la construction 
E demandée : 


On élève, par le centre de courbure m de (M), à la normale A m de (A), la 
A perpendiculaire my. qui coupe MA en u; la droite qui joint ce point y. au centre 
de courbure a de (À) passe par le centre de seconde courbure m, de (M). 
Si l’on applique la construction dans le cas où la ligne (A) est droite 
— auquel cas (M) est la sractrice ordinaire —, on voit que le quadrila- 
| tère À mm, u. devient un parallélogramme et, par suite, que le point m, est 
è le symétrique par rapport à m du point de rencontre de mm, et de la 
droite (A), propriété caractéristique du centre de courbure en tout point 
d'une chaînette de base (A). Donc, la développée d'une tractrice est une 
chaînette admettant pour base la directrice de la tractrice. 


26. Enveloppe de cordes isoptiques pour un point donné ('). — Pour 
donner un exemple d'application de la formule (I bis) prise.sous la forme 
de Newton, nous allons traiter le problème qui consiste à trouver le point M 
où une corde AB d’une courbe quelconque, isoptique pour le point O 
(c'est-à-dire vue de ce point sous un angle constant), touche son enveloppe. 

La formule (I bis) nous donne immédiatement 


d(A)__ AM.AT 
d(B)  BM.BT. 


Mais, si les perpendiculaires élevées en O à OA et OB coupent en a et b 


(t) La matière de ce numéro est empruntée à la Note Sur l'enveloppe de certaines droites 
variables parue dans les Nouv. Ann. de Math. (1883, p. 252; 1886, p. 88; 1887, p. 238) où 
sont traitées un assez grand nombre de questions du même genre. 
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les normales en A et B à la courbe considérée, la formule (T), lorsqu’on 
remarque que la constance de l'angle AOB fait que OA et OB tournent 


Fig. 10. 
T 


d’un même angle d0, donne 


d(A)=Aa.d, d(B)=Bb.d8, 


d’où 
d(A)__ Aa 
d(B)::B2 
Donc 
Aa ce AM.AT 
Bb BM.BT 
ou 


Abaissons de T sur OA et OB les perpendiculaires TI et TJ. La simili- 
tude des triangles OA a et ITA, d’une part, OBb et JTB, de l’autre, donne 


Aa OA Bb OB 


Lt A LME 1 A © 1 
L'égalité précédente devient donc 
AM  OA.TJ 
BM:7 TROB 


Abaissons maintenant du point M les perpendiculaires MH et MK sur OA 


et OB. Nous avons 
AM surf, OAM  OA.MH 


BM surf. OBM  OB.MK 


* D'OCAGNE. 7 
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tq r . r s ` e OA 
La dernière égalité devient donc, après suppression du facteur SE dans 


les deux membres, 6 
MH. TJ 
MK” 1 


qui montre que les droites OT et OM sont symétriques par rapport à la 
bissectrice de langle AOB, c’est-à-dire antiparallèles par rapport à cet 
angle. Ainsi : les droites qui joignent le point O au point de rencontre T des 
tangentes en À et B, et au point M où la corde AB touche son enveloppe, sont 
antiparallèles par rapport à langle AOB. 

Si la courbe donnée est une ellipse de centre O, la droite OT passe par 
le milieu de AB; la droite OM se confond alors avec l’antiparalléle de la 
médiane relativement à l'angle AOB, c’est-à-dire avec la symédiane du 
triangle AOB issue de O. Comme la symédiane d’un triangle rectangle, 
issue du sommet de l'angle droit, se confond avec la hauteur correspon- 
dante, on voit que, si l'angle constant AOB est droit, la droite OM est per- 
pendiculaire à AB; elle se confond, par suite, avec la normale à l'enveloppe 
de cette corde. Cette enveloppe étant telle que toutes ses normales passent 
par le point O est un cercle de centre O. On voit ainsi que les cordes d’une 
ellipse vues du centre de cette courbe sous un angle droit sont tangentes à un 
cercle concentrique à cette ellipse, suffit de prendre parmi ces cordes une 
de celles qui joignent deux sommets consécutifs de l’ellipse pour voir que le 
rayon r de ce cercle est donné en fonction des demi-axes a et b par la 
formule 


r? a? b? 


Remarque. — On peut encore obtenir le théorème général dont il vient 
d'être donné une démonstration directe, en transformant par polaires réci- 
proques, relativement à un cercle de centre O, la propriété de la tangente 
au lieu du sommet d’un angle constant, énoncé dans le second alinéa du 
corollaire I du n° 23. 


27. Théorèmes de Graves et de Chasles sur les arcs d'ellipse. — Comme 
application de la formule (I1), nous donnerons la démonstration des théo- 
rèmes de Graves et de Chasles sur les ares d’une ellipse, compris entre les 
points de contact des tangentes menées à cette ellipse par les points d’une 
conique homofocale que nous supposerons d’abord une ellipse. | 

Soient AM et AM, les tangentes menées de A à l’ellipse (M). Si le 
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point A se déplace sur une ellipse (A) homofocale à (M), on sait que la tan- 
gente AT à cette conique est la bissectrice extérieure de l'angle MAM, des 


Fig. 11. 


tangentes. Les angles à et «, que font avec AT les directions MA et M, A 
sont donc supplémentaires et l’on a 


COS A + COS, = o. 


D'autre part, on voit que, si l'angle de l'élément MM' avec MA tend vers 

P ? ? | 
zéro, et, par suite, son cosinus vers 1, langle de M,M° avec M,A tend 
vers 7, et, par suite, son cosinus vers — 1. Dans ces conditions, l’applica- 


tion de la formule (IE) à MA et MA’ donne 


d(MA) = d(A)cosx —d (M), 
d(M,A)=d{(A)cosa, + d(M,), 


d'où, en additionnant, et tenant compte de la relation ci-dessus, 
d(MA)+ d(M,A)=d(M,) — d(M)= d(areMM.), 


puis, en intégrant, 
MA + M, A — arcMM, = const. 


Donc l'excès de la somme des tangentes menées d’un point de l'ellipse (A) 
à l’ellipse (M) homofocale, sur l'arc de cette ellipse (M) compris entre les 
points de contact, est constant; c'est le théorème de Graves. 

Supposons maintenant que la conique (A) homofodcale à l’ellipse (M) soit 
une hyperbole. Sa tangente AT est alors la lbissectrice intérieure de 
langle MAM,, et l’on a, dans ce cas, 


a+ —2T 


ou 


COS & — COS %1. 
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D'autre part, ici, les angles de MM’ avec MA et de M, M‘, avec M, A 
tendent simultanément vers 7, et, par suite, leurs cosinus vers — 1. La 
formule (11) donne alors les deux relations 

d(MA) = d{(A)cosa + d(M\), 
d(M,A)= d(A) cos a, + d(M,), 
d’où, en retranchant, 
d(MA) — d(M,A)= d(M) — d(M,) 


ou encore, en appelant R le point de rencontre de l’hyperbole et de l’ellipse, 
d(MA) — d(M,A)= d(arcRM) — Z(arcRM.). 


Intégrant en remarquant que les intégrales des deux membres s’annulent 
à la fois quand le point A vient en R, on a 


MA — M,A —arcRM — arc RM,, 


ce qui s'énonce ainsi : la différence des longueurs des tangentes AM et AM, 
menées d'un point À à une ellipse (M) est égale à la différence des arcs déter- 


Fig. 12. 


munés entre les points de contact M et M, par le point où l'ellipse (M) est ren- 


contrée par l hyperbole homo focale passant au point A. C’est le théorème de 
Chasles. 


28. Caustiques et podaires. — Considérons en un point M de la 
courbe (M) dont le centre de courbure est C, la droite MA faisant avec la 
normale MC l’angle &. Si la droite MA touche son enveloppe en A, et si la 
normale À a à cette enveloppe coupe MC en a, la formule (IHI) du n° 23 
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donne 
PSE (EE I se voa d(M) Ga; 
a (mc - me)" Ma MN 


dð étant l'angle de contingence de la courbe (M), ou encore, si H est le pied 


Fig. 13. 


de la perpendiculaire abaissée de C sur MA, 


AH 
da — AM d9. 


Pour la droite MB faisant avec MC l'angle 8, on aurait de même, K étant 
la projection de C sur MB, 


BK 
dB = EM ”- 
Donc 
da _ AH.BM 
di — AM.BRK’ 


ou, si AB coupe HK en I, et que lon considère le triangle MHK coupé par 
la transversale ABI, 
| da LM 
dB IK 
Le point | étant déterminé sur HK par cette dernière égalité, on voit donc 
que les points À et B sont alignés sur ce point I ("). 
Si, par rapport à (M), MB est le rayon réfracté de MA, pour l'indice n, 


(1) Théorème énoncé par M. Bickart (Nouv. Ann. de Math., 6° série, t. II, 1927, p. 175) 
à titre de généralisation du théorème de Cornu qui suit 
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on a 4 
sinĝ =n sing, 
d'où 
cosß dB =n cos a da 
et, par suite, 
da tangg 


dB Ai tang B \ 


Ici, par conséquent, 
IH tango 


IK  tangf 


i, A AS TER 

Mais le quadrilatère MHKC étant inscriptible, on a CKI = a, CHI = 6. 
La dernière égalité écrite montre dès lors qu'ici le point I se confond avec 
le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur HK. 

D'où ce remarquable théorème que Cornu a obtenu par voie analy- 
tique (!) : 

La droite qui joint les points À et B, où le rayon incident et le rayon ré fracté 
touchent leurs enveloppes, passe par le pied X de la perpendiculaire abaissée du 
centre de courbure C de la courbe dirimante sur la droite qui joint les pieds H 
et K des perpendiculaires abaissées de ce même centre C sur les deux rayons. 


Dans le cas de la réflexion (n =— 1), les rayons MA et MB sont symé- 
triques par rapport à la normale MC, la droite HK est perpendiculaire à 
cette normale et le point I se trouve sur cette normale. 

On peut donc dire, dans ce cas, que le point I par lequel passe la droite AB 
est le pied de la perpendiculaire abaissée sur MC du pied H de la perpendicu- 
laire abaissée, sur le rayon incident MA, du centre de courbure C de la courbe 
dirimante (M). 

Supposons qu'en outre le rayon incident AM, au lieu d’avoir pour enve- 
loppe une certaine courbe (A), passe par un point fixe A. La construction 
du point B où le rayon réfléchi MB touche son enveloppe ne s’en trouvera 
pas modifiée. 

Abaissons alors du point A sur la tangente en M à la courbe dirimante 
la perpendiculaire AP. Le lieu du point P est la podaire de la courbe (M) 
par rapport au point A, et l’on sait que la normale PN à cette podaire 
passe par le milieu J de AM. 

Si AP coupe MB en Q, le point Q est symétrique de A par rapport à P, 
La courbe (Q) est donc homothétique de la courbe (P) par rapport au 


(1) Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (1863, p. 311). La démonstration 
géométrique ci-dessus a été donnée dans le même recueil (1915, p. 508). 
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point A, et comme la droite QM est parallèle à PN, normale à la 
courbe (P), elle constitue la normale en Q à la courbe (Q). On voit donc 
que la caustique par réflexion du point À par rapport à la courbe (M) est la 
développée de l’homothétique par rapport à A, pour le rapport d'homothétie 2, 
de la podaire de la courbe relativement à A. Et, comme les points corres- 


N \ 


SEE \ 
= 
pa 


pondants de ces deux courbes homothétiques sont alignés sur le pôle A, on 
voit que le centre de courbure R de la podaire (P) se trouve à la rencontre de 
la normale PN avec la droite AI (*). 

Faisons une application de cette construction. On sait que la podaire 
d'une hyperbole équilatère (M) par rapport à son centre A est une lemnis- 


Fig. 15. 


cate de Bernoulli de même centre et de mêmes sommets. D’après ce qui a 


(1) On trouvera une démonstration directe de ce théorème dans le Fascicule complé- 
mentaire de la première édition (p. 8). 


4 
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été vu au n° 24, le pied H de la perpendiculaire abaissée du centre de cour- 
bure C de l’hyperbole équilatère sur le diamètre AM est le symétrique de A 
par rapport à M. Il en résulte que, si l’on abaisse de A et de H sur MC les 
perpendiculaires AN et HI, pour avoir la normale PN à la lemniscate en P 
et son centre de courbure R situé sur AL, en vertu de la construction précé- 


dente, on a 
PR. AP : E 
ne te R= — 
E dre nl DA 


c’est-à-dire que le rayon de courbure PR de la lemniscate est égal au tiers de 
sa normale polaire PN, lorsque le pôle est placé au centre de la courbe. 


Remarque. — Dans le cas de la caustique par réflexion pour des rayons 
émanant d’un point fixe, on voit qu'entre deux positions M,B, et MB du 
rayon réfléchi, normaux, d’après ce qui vient d’être vu, à-la courbe (Q), 
on a, d’après la propriété fondamentale des arcs de développée, 


arc B,B — QB — QIB, 


<0 


ou, puisque MQ = MA, 
arcB,B = AM + MB —( AM, + M;B,), 


ce qui peut s’énoncer ainsi : tout arc de la caustique est égal à la différence 
des chemins lumineux allant de la source à chacune des extrémités de cet arc. 


B. — COURBES GAUCHES. 


a. — RAPPEL DE NOTIONS CLASSIQUES. 


29. Plan osculateur. Trièdre attaché. Si, par la tangente MT en M à 


une courbe gauche (M), on fait passer un plan x quelconque, la distance à 


Fig. 16. 
M ) 
M I 
Re E A T 


ce plan d’un point M’ de (M), infiniment voisin de M, est, en général, du 
second ordre. En effet, M'H étant la perpendiculaire abaissée de M’ sur le 
plan x et HI celle abaissée de H sur la tangente M'I est également perpen- 


m 
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diculaire à cette tangente, et l'angle M'IH est le rectiligne du dièdre formé 
par le plan MIM’ avec le plan 7. Or, on a 


M'H = M'I sin M'IH — MM sin MMI sin M'IH ; 


MM' et sin M'MI sont infiniment petits du premier ordre, lorsqu'on prend 
comme infiniment petit principal larc MM'; mais, en général, M'IH tend 
vers une limite finie et, par suite, M'H est un infiniment petit du second 
ordre. 

Toutefois, si angle M'IH est lui-même infiniment petit, c’est-à-dire si le 
plan x se confond avec la limite du plan mené par la tangente MT et le point 
infiniment voisin M', cette distance tombe au troisième ordre de petitesse. 
Cette position limite du plan mené par une tangente et le point infiniment 
voisin, C'est-à-dire, d’après ce qui vient d'être dit, le plan qui a avec la 
courbe, au point M, le contact de l’ordre le plus élevé (dans lequel, aux 
infiniment petits du troisième ordre près, on peut considérer que se trouve 
contenu un élément infiniment petit de la courbe autour du point M} est ce 
qu'on appelle Le plan osculateur en M. 

Dans le Cours d'Analyse, on établit l'équation de ce plan et l’on en 
déduit ses principales propriétés. Rappelons que divers autres plans, liés à 
l'élément infiniment petit en M et distincts du plan MTM’, ont même limite 
que lui et peuvent, par suite, servir, eux aussi, à définir le plan osculateur 
en M; tels sont : 


1° Le plan mené par M et la parallèle MT, à la tangente M'T en M; 
2° Le plan mené par M et deux points infiniment voisins M'et M” ('). 


Ainsi ces trois plans distincts MTM’, MTT,, MM'M” ont chacun pour 
limite le plan osculateur en M, et l’on pourra, selon le cas, recourir à l’un 
ou à l’autre pour établir telle ou telle propriété du plan osculateur. 

Par exemple, en se servant du plan MTT,, on démontre immédiatement 
que, si l’on appelle cône directeur de la courbe gauche (M) celui F que l’on 
obtient en menant par un point quelconque S de l’espace des parallèles Sm 
à toutes les tangentes MT de la courbe (M), le plan osculateur en M à la 
courbe (M) est parallèle au plan tangent au cône directeur Fle long de la 
génératrice Sm. De là, à titre de corollaire, on déduit que la limite de la 


(1) D’après ce qui a été dit au n° 19, c'est cette dernière définition qui justifie le terme 
de plan osculateur. 


D'OUAGNE. 8 
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droite commune aux plans osculateurs en deux points infiniment voisins M 
et M’ de la courbe (M), c’est-à-dire la caractéristique du plan osculateur 
en M est la tangente en ce point. 

La même définition du plan osculateur permet encore de démontrer que 
la plus courte distance entre deux tangentes infiniment voisines à une courbe 
gauche est du troisième ordre. 

Supposons que le plan x soit le plan mené par MT parallèlement à la 
tangente M'T'; dès lors, sur la figure, M'H représente la plus courte dis- 
tance entre ces deux tangentes. Or, dans ce cas, langle M'IH des deux 
plans tend vers zéro, puisqu'ils ont tous deux même limite : le plan oscula- 
teur. Donc, la distance M'H est bien du troisième ordre. De là découle que, 
pour la démonstration des propriétés infinitésimales des courbes gauches où 
n'interviennent que des infiniment petits au plus du second ordre, deux 
tangentes infiniment voisines peuvent être regardées comme se coupant en 
un point dont la position limite est le point M. 

De même la dernière définition permet de reconnaître qu’en général la 
courbe traverse en M son plan osculateur puisque, entre la partie qui pré- 
cède et celle qui suit ce plan osculateur, elle a trois points communs avec 
lui. 

L'ensemble des normales à la courbe (M) en M est dans le plan, dit plan 
normal, mené en M perpendiculairement à la tangente MT. Ce plan, égale- 
ment perpendiculaire au plan osculateur, qui contient cette tangente MT, 
coupe ce plan osculateur suivant la normale principale. 

La perpendiculaire élevée en M au plan osculateur, perpendiculaire, par 
conséquent, à la tangente MT et, donc, contenue dans le plan normal, est 
dite la binormale. 

Ces trois droites : tangente, normale principale et binormale, forment 
les arêtes d’un trièdre trirectangle de sommet M qui est dit le trièdre attaché 
en M. Deux des faces de ce trièdre sont le plan osculateur et le plan normal; 
la troisième, c’est-à-dire le plan de la tangente et de la binormale, porte 
le nom de plan rectifiant pour une raison qui sera donnée plus loin (n° 43 


in fine). 


30. Courbure et torsion. Cercle osculateur. Sphère osculatrice. — 
Lorsque, passant d’un point M de la courbe au point M’ infiniment voisin, 
on prend comme infiniment petit principal l'arc MM’, ou ds, on doit consi- 
dérer deux autres infiniment petits, généralement de même ordre que ds, et 
dont le rôle est essentiel : l’angle d0 des tangentes et l'angle dq des plans 
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osculateurs en M et M’. Les rapports 
d9 i dn 
ds ds 


ont généralement des limites finies qu’on appelle la courbure et la torsion 
en M (‘). 

Par analogie avec le cas des courbes planes, on donne les noms de rayon 
de courbure r. et de rayon de torsion r, aux expressions 


ds ds 
x r= => 
dn 


L'extrémité C du segment MC =r, porté sur la normale principale, dans 
le sens de la concavité de cette courbe, est le centre de courbure, le cercle de 
centre C, tangent à MT en M (par suite, contenu dans le plan osculateur), 
est le cercle de courbure, et l’on démontre, comme dans le cas des courbes 
planes, qu'il coïncide avec le cercle osculateur, limite du cercle passant par 
le point M et deux points infiniment voisins pris sur la courbe (M). 

On est tout naturellement amené à considérer de mème la limite de la 
sphère passant par le point M et trois points infiniment voisins de la 
courbe (M), dite sphère osculatrice. Cette sphère osculatrice passe évidem- 
ment par le cercle osculateur. Elle a donc son centre S sur la perpendicu- 
laire menée au plan osculateur par le centre de courbure C, perpendiculaire 
qui est dite elle-même l'axe de courbure pour le point M. Nous désignerons 
son rayon par R. 

Nous établirons plus loin (n° 43) que ce rayon R est lié à r, et à r, par la 
formule 
R=7r2+7r? (+) 


ds 


31. Projection conique d'une courbe gauche. — Si, à partir d’un point O, 
on projette en m, sur un plan 7, les divers points M d’une courbe 
gauche (M), on obtient la projection conique (m) de cette courbe (M), sa 
perspective, par conséquent, si O est le point de vue et + le tableau. 

En un point ordinaire m, la tangente mt à la projection (m}est la pro- 


(1) Au lieu de dire la torsion, certains auteurs, comme Barré de Saint-Venant, disent la 
seconde courbure, ou, comme H. Résal, la cambrure, afin d'éviter la confusion résultant 
de l'acception mécanique du mot forsion; mais ce dernier terme est de beaucoup le plus 
répandu parmi les géomètres. 
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jection de la tangente MT à (M). Remarquons toutefois que si le plan OMT 
a, exceptionnellement, trois points infiniment voisins, au lieu de deux, 
communs avec la courbe (M), sa trace mt sur 7 a également trois points 
infiniment voisins confondus avec (m); on peut donc dire que si le plan 
osculateur en M à la courbe (M) passe par le centre de projection O, le point m 
est pour la projection (m) un point d'inflexion. 

En particulier, la projection orthogonale (donc parallèle à la normale 
principale qui est dans le plan osculateur) de la courbe (M) sur le plan recti- 
fiant en M présente en ce point une inflexion. 

Si la projetante OM se confond avec la tangente MT, la projection de 
celle-ci se réduisant à un point, la construction de la tangente en m devient 
illusoire; mais cette tangente, étant la limite de la trace du plan mené 
par OM et le point infiniment voisin M’, se confond avec la trace mt du plan 
osculateur en M. La courbe (M) traversant son plan osculateur, la 
courbe (m) traverse sa tangente; d'autre part, tout plan autre que le plan 
osculateur, mené par OM, laissant, aux abords du point M, la courbe (M) 
d’un même côté, toute droite menée par m dans le plan 7 laisse, aux abords 
du point m, le courbe (m) dun mème côté, ce qui ne se peut qu'autant 
que m est un point de rebroussement. West, au reste, facile de vérifier ana- 
lytiquement qu’en pareil cas, le rayon de courbure en m de la projec- 
tion (m) est nul. 

En particulier, la projection orthogonale de la courbe (M) sur le plan 
normal en M présente en ce point un rebroussement. 


b. — PROPRIÉTÉS ET FORMULES FONDAMENTALES. 


32. Indicatrices sphériques. — On définit le sens positif sur chacune 
des arêtes du trièdre attaché ainsi qu'il suit : 


1° Le sens positif sur la tangente MT prolonge celui adopté pour les arcs 
sur la courbe (M); 

2° Le sens positif sur la normale principale MN est celui qui va du 
point M vérs le centre de courbure C; 

3° Le sens positifsur la binormale MB est celui que l’on obtienten faisant 
tourner le sens positif de MT d’un angle droit dans le sens qui rabat, par 
une rotation infiniment petite, le plan passant par MN et le point infiniment 
voisin M’ {pris du côté positif) sur le plan NMT. 


Dans ces conditions on peut, par l’origine O des coordonnées, mener des 
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vecteurs Of, On, Ob équipollents aux segments unitaires positifs respecti- 
vement portés sur MT, MN, MB. Les points 4, n, b se trouvent sur la sphère 
de centre O dont le rayon est égal à l'unité, et si 7,, Ta, +, sont les cosinus 
directeurs de MT, v,, »,, v, ceux de MN, 6,, Ba, Ba ceux de MB, on voit que 


Fig. 17. 


les coordonnées des points t; n, bsont respectivement (2; , Tay T3), (v:, va, w), 
(Bis Bas Ba). 

Les courbes (1), (b) et (n) seront dites les indicatrices sphériques des 
tangentes, des binormales et des normales principales de la courbe (M). 

En principe, quand on parle de l'indicatrice sphérique, sans plus, il 

s'agit de celle des tangentes. 

La tangente en t à l’'indicatrice (t) est dans le plan tangent au cône 
directeur de sommet O, le long de Ot, c’est-à-dire dans le K parallèle au 
plan osculateur mené par Oz (n° 29), autrement dit, dans On; de plus, 
étant tangente à la sphère, elle est perpendiculaire à Ot; elle est donc paral- 
lèle à On, c’est-à-dire à la normale principale MN. 

La face Otb, étant perpendiculaire à On, l’est en même temps à la tan- 
gente en Z à l’indicatrice (4); larc de grand cercle tb est donc orthogonal à 
cette indicatrice, et comme il est égal à 90°, donc constant, la tangente au 
lieu (b) de sa seconde extrémité est parallèle à la tangente à (4), d’après le 
corollaire I du n° 22, donc aussi parallèle à On. 

Il en résulte que le plan tangent au cône décrit par Ob se confond avec le 
plan O bn et, par suite, est parallèle au plan normal MBN. 

Remarquons aussi que le plan Otn, parallèle au plan osculateur, coupe 
la sphère suivant un grand cercle tn dont la tangente en £ est parallèle à On ; 
ce grand cercle est donc tangent en t à l’indicatrice (t). 


Remarque. — Les tangentes en £ et b aux courbes (t) et (b) décrites par 
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ces points sur la sphère étant normales au plan Otb, les angles que les 
rayons Ort’ et Ob', qui correspondent aux positions infiniment voisines t’ 
et b', font avec ce plan Otb, ne diffèrent des angles Ot’ et bOb' que par 
des infiniment petits d'ordre supérieur. Autrement dit, l'angle d’une tan- 
gente avec la tangente infiniment voisine, ou d’une binormale avec la binor- 
male infiniment voisine, ne diffère que par un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur de langle que fait le plan rectifiant soit avec la tangente, soit avec la 
binormale infiniment voisine. 


33. Variations des cosinus directeurs. Formules de Serret et Frenet. — 
Nous allons immédiatement utiliser la considération de l’indicatrice sphé- 
rique pour établir les formules, fondamentales dans la théorie des courbes 
gauches, qui font connaître les variations des cosinus directeurs 7;, v;, B; 
des arêtes du trièdre attaché. 

Considérons les points t et b, d'une part, t' et b' de l’autre, répondant à 
deux points infiniment voisins M et M’ de la courbe (M). Les coordonnées 
des deux premiers étant, comme nous l'avons vu, (T4, Ta, Ts) et (Bi, Ba, Ba) 
celles des deux dernières sont (7, + dr7,, 5, + dta, T, + drs) et (6, + dhi; 


Ba + dB, Ba + dB). D'autre part, les éléments #' et bb' sont, aux infini- 


ment petits du troisième ordre près, respectivement égaux à dû et dn, 
` > AI ds ` ds 
c'est-à-dire à — et à -i 
É t 


De plus, en vertu des conventions faites au n° 32, le sens des éléments tt’ 
et bb’ se confond avec le sens positif de la normale principale, et, par suite, 
leurs cosinus directeurs sont v,, Ya, Yy. 

Si donc on projette #t' sur les trois axes, on a 


ds | j 
(1) du= = vi CESSI "a SN 


Et, de mème, si l’on proj ette bb", 


ds ; ; 
(2) dé; = — v; (TEE PS À. 
i ri 
Comme, d’autre part, on a 
TEV PEN 


il suffit de différencier pour avoir 


T: dt; + vi dv; + Bi dB,= 0, 


t 
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ou, en tenant compte de (1) et (3), et supprimant le facteur commun v; 


Ti — + PT Ne A ; 
i rı 
d’où | 
/ e la. ; 
(3) du=—ds(# +4) (FEI 278 
re ri 


Les trois groupes de formules (1), (2), (3), connues sous le nom de 
formules de Serret et Frenet, font connaître, comme on voit, les variations 
des neuf cosinus directeurs du trièdre attaché en fonction de ces cosinus 
eux-mêmes ainsi que de r, et 7. 


34. Caractéristique du plan normal. — Nous venons de voir, au n° 32, 
que le plan normal MBN est parallèle au plan tangent Obn au cône 
engendré par la parallèle Ob à la binormale. 

Il en résulte que la droite commune aux deux plans normaux infiniment 
voisins en M et M’ est parallèle à la droite commune aux deux plans tangents . 
à ce cône, infiniment voisins, le long de ses génératrices Ob et Ob’, et, 
par suite, à la limite, que la caractéristique du plan normal en M est paral- 
lèle à la génératrice Ob, donc aussi à la binormale MB. 

D'autre part, l'élément MM’ pouvant, aux infiniment petits du quatrième 
ordre près, être regardé comme appartenant à la sphère osculatrice en M, 
il en résulte que les plans normaux en M et M’ passent tous deux par le 
centre S de la sphère osculatrice ('). 

Finalement on voit que la caractéristique du plan normal en M est la 
parallèle à la binormale menée par le centre S de la sphère osculatrice, c'est- 
à-dire laxe de courbure. 

Nous reviendrons, à propos des surfaces développables, sur la surface 
dite polaire, engendrée par cet axe de courbure (n° 43). 

Nous ne poursuivrons l'étude générale des courbes gauches qu'après 
avoir abordé les principes relatifs aux surfaces développables, dont la 
connaissance est indispensable à cette étude. Auparavant, nous allons voir 
ce que deviennent les propriétés générales précédemment établies dans le 
cas de la plus usuelle des courbes gauches : lhélice. . 


(1) La démonstration rigoureuse de cette proposition se fait par l'analyse. 
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c. — ÉTUDE SPÉCIALE DE L'HÉLICE. 


39. Hélice générale. — On appelle hélice toute courbe tracée sur un 
cylindre, qui coupe les génératrices de ce cylindre sous un angle constant, 
ou, ce qui revient au même, dont les tangentes font un angle constant à 
avec les sections droites de ce cylindre. Une telle hélice sera dite d'angle a. 

Il y aurait quelque ambiguïté dans cette définition si l’on ne la complé- 
tait par une convention, relative au signe de l’angle &, que voici : 

Si, sur la section droite passant par M, on adopte un sens positif quel- 
conque, pour les arcs de cette section droite, le sens positif de l’hélice 
s'ensuit, du moment que, par convention, un are positif, compté sur 
l'hélice à partir de M, doit avoir pour projection sur le plan de section 
droite également un arc positif compté à partir de M. Dès lors, le sens 


- 


positif sur les tangentes étant le même que celui des arcs que prolongent 
ces tangentes, on prendra pour angle « le plus petit angle dont il faudra 
faire tourner la tangente Mz à la section droite pour l’amener sur la tan- 
gente MT à l’hélice, par rotation autour de M dans le plan tangent au 
cylindre, et on l’affectera du signe + ou du signe — suivant que cet angle 
sera direct ou rétrograde pour un observateur debout sur le plan tangent 
extérieurement au cylindre ('). L'hélice sera dite elle-même directe ou 
rétrograde. Par exemple, la disposition (I) indique une hélice directe, 
d'angle &, la disposition (Il) une hélice rétrograde, d'angle — a. 

On remarquera d’ailleurs que cette définition est indépendante du sens 
arbitrairement choisi pour les ares positifs sur les sections droites. 


(1) C'est-à-dire du côté opposé à celui où se trouve le centre de courbure, 
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Si l’on développe sur un plan le cylindre sur lequel est tracée l’hélice, 
les angles se conservant, on voit que la transformée de l’hélice est une 
droite coupant les droites transformées des génératrices du cylindre sous 


l'angle © — «. Cette propriété fondamentale de l’hélice peut lui servir de 


définition. On en déduit très aisément que, si le plan de section droite cou- 
pant l’hélice au point M, rencontre au point m la génératrice de M et au 
point T la tangente en ce point, on a 


(1) ~ mM=arcM,m tango, 
(2) arcM,M = ran a 
et 

(3) mT = arcM,m. 


36. Éléments du trièdre attaché. — Cherchons à déterminer les éléments 
du trièdre attaché en M. Ici, l’indicatrice sphérique des tangentes est l'in- 


Fig. 19. 


tersection de la sphère de centre O et de rayon 1 avec le cône directeur de 
sommet O, qui est de révolution autour de la parallèle G aux génératrices 


du cylindre mené par O, et dont le demi-angle au sommet est 5 — a. Cette 


indicatrice sphérique est donc un petit cercle (t) dont le plan est perpen- 
diculaire à G et la tangente en ż à cette indicatrice est perpendiculaire, 
à la fois, au rayon Ot de la sphère et à l’axe G du petit cercle (4). La 
normale principale à l’hélice en M, qui lui est parallèle (n° 32), est donc 


D'OCAGNE. 9 
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perpendiculaire à la fois à la tangente MT à l’hélice (parallèle à Oz) et à la 
génératrice du cylindre (parallèle à G), c’est-à-dire au plan tangent au 
cylindre; ainsi : la normale principale de l'hélice en M se confond avec la 
normale au cylindre sur lequel cette hélice est tracée. 

Dès lors, le plan tangent au cylindre se confond avec le plan rectifiant de 
l’hélice et la binormale est, par suite, la perpendiculaire à la tangente à lhé- 
lice, menée dans le plan tangent au cylindre. 

Remarquons encore que le plan osculateur, déterminé par la tangente et 
la normale principale, est ici normal au cylindre. 


37. Courbure et torsion. — Nous avons 


ds 


09 


Or, si noûs nous reportons à l’indicatrice sphérique (4), nous voyons que 
l'angle d0 des tangentes en M et M’ étant égal à 401, la projection tIt', 
ou dw, de cet angle, sur le plan de l’indicatrice, est l'angle des deux tan- 
gentes correspondantes en m el m à la section droite. 


Nous pouvons écrire 
ds dù 


Ten ee 
Tr docado, 
où, si ds, est la projection de ds sur la section droite, 


des do) TT. do 


aee Cr RER Le 
cos 4 du) d9 cosx d9 


ka 


c — 


r étant le rayon de courbure de la section droite en M. 
Or, sur la représentation sphérique, on voit que 


tE EE O Uar 


d’où 
do) OR O1 S I 
-e ET 
Finalement 
5 
lA 
L VA RQ EE 
(4)) cos? q 


L'angle dy de deux plans osculateurs infiniment voisins étant égal à 
langle des binormales correspondantes, qui leur sont respectivement per- 
pendiculaires, on recommencera le mème calcul en prenant cette fois, au 
lieu des rayons Ot, les rayons Ob (parallèles aux binormales) qui 
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engendrent comme ceux-ci un cône de révolution autour de G, mais de 
z F T 5 š š d 
demi-angle au sommet « au lieu de ; — %, coupant la sphère suivant l'indi- 


catrice (b) qui est ici le petit cercle (b), de centre J, parallèle au petit 
cercle (t). 


L'angle bJb' étant comme żIz', égal à dw, on trouve de même 


r 
(5) Frs 


sing cosa 
Remarquons qu'il résulte de (4) et (5) que le rapport © S égal à use 


est constant tout le long de l’hélice ('). 


Il est facile de déduire encore de là le rayon R de la sphère osculatrice. 
En effet, d’après la formule rappelée au n° 30, on a 


dr,.\? 
2 #9 2 C 3 
R =r ri TE) 


Or, en vertu de la formule (4), 


da 5e" dr dr 


ds — cos’ ds  cosads, 
Si r, est le rayon de courbure de la développée de la section droite, on a 


dr =Tr,dw, 


i re EF ENA 
(1) Inversement, si le rapport — est constant, la courbe est une hélice. De ce théorème 
rt 


classique, l'élève Larras, de la promotion 1922, a donné la démonstration que voici : 
Si Æ est la valeur de ce rapport constant, on a 


d 
STk, 

dô 

ou, en remarquant que dn et dO sont les différentielles des arcs des indicatrices (b) et (4 
sur la sphère unitaire, et intégrant entre deux positions quelconques. 


arc bob 
LS 


Comme, d'autre part, les courbes (b) et (£) sont parallèles sur la sphère, il en résulte que 
ces courbes sont homothétiques par rapport à un point s tel que 


SE 
st 


Mais bt, corde de l'arc de 9o° sur la sphère est constant, donc sb et st aussi. La courbe (4 
est donc l'intersection de la sphère unitaire et d’une sphère de centre s; elle est donc un 
cercle et, par suite, la courbe dont elle est l’indicatrice sphérique, une hélice. 
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et, d'autre part, 


dso = r dw. 
Par suite, 
dr, DE UT 
ds  rcosa 


Il vient donc finalement 


PA 


9 » 
s r? EF 
R? =- ! J R 9 9 9 0] 
cos'æ sin? & cos?’ æ r? cos? aq 
ou 
ps J re 
(6) R?— r+ = }. 
` costa sın?’ g 


Remarquons enfin que le fait que les arcs de l’hélice et les segments 
portés sur ces tangentes, projetés sur un plan de section droite, donnent 
des arcs de section droite et des segments portés sur les tangentes à cette 
section droite qui sont respectivement avec eux dans le même rapport cosg, 
suffit à montrer que les développantes de lhélice se confondent avec celle 
des sections droites du cylindre sur lequel elle est tracée. 


38. Hélice circulaire. — L’hélice circulaire est celle qui est tracée sur un 
cylindre de révolution. Le rayon de courbure r, qui entre dans les for- 
mules (4) et (5), est alors constant et égal au rayon du cylindre sur lequel 
lhélice est tracée, par suite, r, et r, sont constants et, d'autre part, 
puisqu'ici r, = 0, la formule (6) donne 

R RER UE 
cos“ a 
ce qui montre que le centre de la sphère osculatrice se confond avec celui du 
cercle osculateur. | 

Enfin, si w est l'angle dont le rayon du cylindre a tourné de la posi- 

tion M, à M, ou, ce qui revient au même, de M, à m, on a 


arcM,m = ro, 


et la formule (1) devient 
(1) mM = ro tanga: 


Lorsque le point m, partant de M,, a parcouru la section droite entière, 
le point M est venu en M,, sur la génératrice de M,, à une distance de 
celui-ci M, M, = H, qui est dite le pas de l’hélice et qui, en vertu de (1), 
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est donnée par 
H=2rr.tanga. 


H | S CU 
On pose = = h, et l'on appelle A le pas réduit de l'hélice. 
On a alors 
(2) h= r tanga 
et la formule (1) peut alors s’écrire 


(1°) à mM = ho. 


C’est généralement sous cette forme qu’elle est utilisée dans les applica- 
tions. 

De même que, dans le plan, on a été amené à considérer, en chaque 
point d’une courbe, le cercle osculateur qui a même tangente et même cour- 
bure que la courbe considérée, on peut, en chaque point d’une courbe 
gauche, envisager l’hélice circulaire, dite osculatrice, qui a même trièdre 
attaché, même courbure et même torsion ('). Pour définir cette hélice tan- 
gente en M à MT, il suffit de connaître : 1° l'angle x que, dans le plan recti- 
fiant en M, la génératrice du cylindre sur lequel l’hélice sera tracée fait 
avec la binormale; 2° le rayon r de ce cylindre, tangent à ce plan rectifiant 
le long de cette génératrice. Or, des formules (4) et (5) on tire immédiate- 
ment 


7 
tanga =-— 
rı 
et 
PET 


(1) L’épithète d'osculatrice, appliquée à cette hélice, est consacrée par l'usage; mais il 
faut avoir soin de remarquer qu'elle est mathématiquement incorrecte, l’hélice osculatrice, 
au sens strict du mot, étant celle qui a, au point considéré, avec la courbé, le contact de 
l'ordre le plus élevé compatible avec son degré de détermination, c’est-à-dire un contact du 
troisième ordre et non du second, comme c’est le cas pour l’hélice sus-visée. Pour cette 
hélice, effectivement osculatrice, non seulement la courbure c est la même que pour la courbe 
de 
D: 
l'hélice ici envisagée, qui pourrait être dite aussi de courbure et de torsion, est distincte de 
l'hélice osculatrice proprement dite. 


donnée, mais aussi Alors que le cercle de courbure se confond avec le cercle osculateur, 
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C. — SURFACES DÉVELOPPABLES. 


a. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. 


39. Définition. — Nous rappellerons d’abord le principe de la théorie 
des enveloppes, établi dans le Cours d'Analyse : 

Si la surface S dépend d’un paramètre arbitraire, la surface infiniment 
voisine S’, déterminée par une variation infiniment petite du paramètre, la 
coupe suivant une courbe y qui est dite la caractéristique de S. Cette carac- 
téristique engendre une surface E qui est tangente à chaque surface S tout 
le long de sa caractéristique, et que l’on appelle l’enveloppe de S. En outre, 
les caractéristiques y ont elles-mêmes une enveloppe T située sur E, et qui est 
dite l’aréte de rebroussement de E ("). 

Lorsque la surface S est un plan, la caractéristique y est une droite et, 
sur l’enveloppe E, toutes ces droites caractéristiques sont tangentes à une 
courbe F. En ce cas, la surface E est dite développable, pour une raison qui 
sera donnée plus loin (n° 41). 

Toute surface développable peut donc être considérée comme le lieu des 
tangentes de son arête de rebroussement. 

On peut d’ailleurs, pour définir une telle surface, se donner cette arête 
d’une façon quelconque. Il résulte en effet, de ce que nous avons vu au n°29, 
que le lieu des tangentes à une courbe gauche quelconque se confond avec 
l'enveloppe de ses plans osculateurs. 

Ainsi, toute surface développable peut être regardée soit comme le lieu 
des tangentes, soit comme l’enveloppe des plans osculateurs d’une courbe 
gauche quelconque (°), qui constitue son arête de rebroussement. 

La remarque faite au n° 29 sur les plans tangents au cône directeur 
montre, en outre, que le plan tangent à la surface le long de chacune de ses 
génératrices, qui se confond avec le plan osculateur de son arête de rebrousse- 
ment, est parallèle au plan tangent à son cône directeur le long de la généra- 
trice correspondante. | 


(1) La raison de cette appellation tient à cette propriété, démontrée dans le Cours d'Ana- 
lyse, que la section de la surface par un plan quelconque non tangent à cette courbe T 
présente, en son point de rencontre avec T, un rebroussement. 

(2) Nous avons déjà vu (n° 13, in fine) qu'il résultait de la génération tangentielle d’une 


développable qu’une telle surface constituait la transformée dualistique d’une courbe de: 


l’espace, cette développable se réduisant à un cône lorsque la courbe est plane. 
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De la théorie analytique il résulte que l’on peut astreindre les généra- 
trices d’une surface développable à satisfaire à deux conditions arbitraires ; 
une droite de l’espace étant, en effet, déterminée par quatre conditions, il 
faut remarquer que le fait, pour la droite, d'admettre une enveloppe équi- 
vaut à une condition, comme on le voit analytiquement; cette condition 
jointe à celles, au nombre de deux, qu’on se donne arbitrairement, montre 
bien que les droites ainsi définies appartiennent à un système œ' et 
engendrent par suite une surface. 

Dans le cas où toutes les génératrices de la développable passent par un 
même point, celle-ci devient un cône. 


40. Modes divers de génération. — Puisque l’on peut, dans la définition 
d’une développable, disposer de deux conditions arbitraires imposées à ses 
génératrices, on voit que l’on pourra astreindre celles-ci à rencontrer deux 
courbes (dites directrices), ou à être tangentes à deux surfaces (dites noyaux) 
données, ou à rencontrer une courbe donnée et à être tangente à une surface 
donnée, ou encore, si l’on suppose cette courbe située sur cette surface, à 
être tangentes à une surface tout le long d’une courbe donnée. 

Étant admis que l’on appelle plan tangent à une courbe tout plan passant 
par une tangente de cette courbe, on voit immédiatement que, dans chacun 
de ces cas, la développable est l'enveloppe des plans tangents communs aux 
deux éléments directeurs (directrices ou noyaux) servant à la définir. 

Arrêlons-nqus un instant à la génération au moyen de deux courbes 
directrices (A) et (B). Si AB est une génératrice de la développable @ pas- 
sant par ces courbes, les plans tangents en A et B étant déterminés par AB 
et respectivement par les tangentes à (A )et(B) en A et B, on voit, puisque 
ces plans tangents sont confondus, que ses tangentes doivent se rencontrer 
en un point T. On obtient donc les génératrices AB de la développable @ 
en associant les points A et B de telle sorte que les tangentes en ces points 
aux courbes (A) et (B) se rencontrent. On peut y arriver de diverses 
manières; celle qui se présente le plus naturellement à l'esprit est la sui- 
vante : considérons les développables & et @, engendrées respectivement 
par les tangentes à (A) et à (B); ces développables se coupent suivant une 
courbe (T). D'un point quelconque T de cette intersection, qui appartient 
à la fois à & et @, on peut mener une tangente TA à (A )et une tangente TB 
à (B); la droite qui joint les points de contact de ces tangentes est donc une 
génératrice de la développable @ cherchée. Ce procédé est d’une application 
particulièrement commode lorsque les courbes (A )et(B)sont planes (mais, 
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bien entendu, non situées dans un même plan), parce qu’alors les dévelop- 
pables & et @ se réduisent aux plans de ces courbes et la ligne (T) à la 
droite d’intersection de ces plans. 

On peut encore procéder comme suit : pour obtenir la génératrice AB 
envisageons le cône | A(B)] de sommet A qui passe par la courbe (B), et 
par la tangente en A à la courbe (A) menons à ce cône un plan tangent 
dont la génératrice de contact coupe la courbe (B) au point B. La tangente 
en B à cette courbe, contenue dans le plan tangent au cône le long de AB, 
rencontre donc la tangente en A par laquelle ce plan a été mené; par suite, 
cette génératrice AB appartient bien à la développable @. 

Chaque cône [ A(B)] étant tangent à la développable @ tout le long 
de AB, cette développable constitue l'enveloppe de tous ces cônes. On peut 
donc considérer une développable © comme l'enveloppe des cônes passant par 
une courbe ( B) quelconque de cette développable Q et ayant pour sommets les 
points d'une autre courbe (A) de @. En particulier, on peut prendre comme 
courbe (B) la courbe située à l'infini sur cette développable. Chaque cône 
de sommet A est alors un cône directeur de la surface. Par suite, toute déve- 
loppable est l'enveloppe de ses cônes directeurs ayant pour sommets les points 
d’une quelconque des courbes qui lui appartiennent. 


41. Élément linéaire d'une développable. Applicabilité sur un plan. — 
Rappelons tout d’abord que la condition nécessaire et suffisante de l’appli- 


cabilité, sans déchirure, ni duplicature, d’une surface sur une autre est que 
les ds des éléments de ligne se correspondant sur ces surfaces soient égaux, 
ce qui, d’ailleurs, entraîne également la conservation des angles, comme on 
le voit en considérant sur ces surfaces deux triangles infiniment petits 
correspondants, à angles finis, Prenant sur l’arête de rebroussement (M) 
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d’une développable une origine M, à partir de laquelle on compte les ares 
M,M = u, positivement dans un sens, négativement dans l’autre, et conve- 
nant de compter sur chaque tangente les segments +, à partir du point de 
contact, avec un sens positif prolongeant celui de la courbe (M), on peut, 
sur cette développable, définir sans ambiguïté la position de chaque point A, 
en prenant l'arc u fixant la position du point de contact M de la généra- 
trice MA avec l’arête de rebroussement (M), et le segment + fixant la posi- 
tion du point A sur cette tangente. 

Cherchons à exprimer, au moyen de ces coordonnées u et v, la distance 
de deux points infiniment voisins À (u, 6) et A'(u + du, v + de); c’est cette 
distance ds qu’on appelle l'élément linéaire de la te A 

La développante de (M) qui passe par A coupe orthogonalement M'A 
en A” et l’on a, dans le triangle infiniment petit A A'A”, en négligeant les 
infiniment petits d'ordre supérieur, 


d= KA" = ATA"? + KA", 


Or, 
A'A'=M'A'— M'A’, 


et, d’après la propriété fondamentale des développantes (corollaire H 


du n° 22) 
à MAMA CM 2 


Donc 
A'A'= 6 + dv — (v — du) = du + dv. 


Par ailleurs, les tangentes MA et M'A!’ à (M) pouvant, aux infiniment 
petits du troisième ordre, être regardées comme se coupant, 


AAS + dô = v ar À 


re 
r, étant le rayon de courbure de (M) en M. Par suite, 


ds (du + de} + du . 
re 
Telle est la formule cherchée. Il est intéressant de remarquer que seule 
la courbure de l’arête de rebroussement y intervient, et point sa torsion. 
Or on fait voir, dans le Cours d'Analyse, qu'une PA gauche peut être 


(1) Le procédé par lequel cette formule est ici établie est dù à l'élève Flinois de la pro- 
motion 1927. 


D'OCAGNE, r 10 
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définie par ce qu’on appelle ses équations intrinsèques 


I I 

— —=y(u), — —=(u 

PART TA “aol 
faisant connaître sa courbure et sa torsion en chaque point en fonction de 
larc u. On peut donc, conservant la première équation et faisant varier la 


seconde, obtenir une infinité de courbes ( dont une plane, correspondant 


` 


I . ° r ` A è L4 
à—— o) telles que, pour des points situés à la même distance u, comptée 
t š 


sur la courbe, à partir d’une origine fixe arbitrairement choisie, le rayon 
de courbure r, soit le même. Autrement dit, les points de la courbe étant 
regardés comme fixés sur elle, on peut déformer cette courbe d’une infinité 
de manières et, en particulier, la rendre plane, en lui conservant le même 
rayon de courbure en chacun de ses points. 

Supposons que, dans cette transformation, les tangentes restent liées à la 
courbe. Alors, en vertu de la formule ci-dessus, le ds entre deux points 
quelconques de la développable formée par ces tangentes restera invariable ; 


. on en déduit que, dans les déformations successives de son arête de rebrous- 


sement avec conservation des rayons de courbure, et, notamment, lorsque 
cette arête se réduit à une courbe plane, la développable reste applicable sur 
elle-même. C’est cette propriété qui justifie le nom attribué à ces surfaces. 


Cas du cône. — La démonstration ci-dessus se rapporte à une dévelop- 
pable possédant effectivement une arête de rebroussément; elle n’est donc 
pas valable pour le cas du cône. Mais, s'il s’agit d'un cône, on peut prendre 
comme coordonnées u et ¢ celles qui se définissent ainsi : soit (M) l'inter- 
section du cône par une sphère fixe de rayon r ayant pour centre le som- 
met O du cône. Chaque génératrice OM sera déterminée par l'arc M, M = u, 


compté sur la courbe (M), à partir d'une origine arbitraire M,, et, sur 


cette génératrice, un point quelconque A sera défini par le segment MA =v. 
Dans ces conditions, on voit immédiatement que 


f 


r+’? 4 
ds? =| ) du? + dr?. 
> 


Si maintenant, sur le plan, on trace un cercle de centre O et de rayon r, 
sur lequel, à partir de l’origine M,, on porte les arcs u, et si, sur les 
rayons OM, on reporte également les segments MA =ç, il est clair que les 
points A du plan correspondent aux points A du cône avec conservation 
du ds?, ce qui implique l’applicabilité du cône sur le plan. 
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42. Transformation de la courbure dans le développement. — Ayons 
maintenant recours aux indicatrices sphériques telles qu’elles ont été définies 
au n° 32. Soient (m) et (a) celles de l’arête de rebroussement (M) et de la 


courbe (A) respectivement. 
Fig. 21. 


(&) 


Le grand cercle ma situé dans un plan parallèle au plan MAA’, c'est-à- 
dire au plan tangent à la développable tout le long de la génératrice MA, 
ou encore au plan osculateur à l’arête de rebroussement (M) en M, est tan- 
gent à cette indicatrice en m (n° 32). Si donc nous appelons w l'angle que 
la courbe (a) fait avec le grand cercle ma, c’est-à-dire l'angle que le plan 
osculateur en A à la courbe (A) fait avec le plan tangent à la développable 
le long de MA, nous avons, en vertu de la formule (IT) du n° 22, 


d(ma) = d(a)cosw — d(m). | 


Or, ma mesure l’inclinaison x de la tangente en À à (A) sur la généra- 
trice MA, d(a) et d(m) respectivement les angles de contingence dO et d0 
des courbes (A) et (M) en A et M. On a donc 


da — dO .cosw — d3. 


ou, si R, est le rayon de courbure de la courbe (A) ('), 


(1) da = ds du 


© © 


Dans cette formule du, ds, du, r, ne varient pas lorsqu’ on effectue le déve- 
Epp Ren de Ía surface suivant Je mode indiqué au numéro précédent ; dès 


OSG 
lors 2 a : conserve aussi une valeur fixe, et si R, est le rayon de courbure 


correspondant de la courbe plane en laquelle se transforme la courbe (A) 


(1) L'ingénieuse démonstration ici donnée de cette formule est due à M. Demartres (Cours 
de Géométrie in finitésimale, p. 106); excellent ouvrage dont on ne saurait trop recom- 
mander la lecture. 
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considérée lorsqu'on applique la surface considérée sur un plan, on voit que 


COS 6) I 


2 RIRE ARE 

(2) (AE D 

Si le plan osculateur en A est confondu avec le plan tangent à la dévelop- 

pable, c'est-à-dire si ù = o, on a R, = R; si le fait se produit pour tous les 

points de la courbe (A), celle-ci se confond avec l’arête de rebroussement; 

on vérifie donc que, dans le développement, les rayons de courbure de l’aréte 

de rebroussement se conservent, ainsi que cela résulte de ce qui'a été vu au 
numéro précédent. 

Si le plan osculateur est perpendiculaire au plan tangent à la dévelop- 

` iQ A r r r ` T 
pable, c’est-à-dire normal à cette développable, w étant égal à =, on a R, =æ. 


Le point correspondant est alors un point d'inflexion sur la transformée 
plane (A,). Mais, si le fait se produit pour tous les points de (A), la 
ligne (A,) ayant un rayon de courbure infini en tous ses points est une 
droite. | 

Ainsi : lorsqu'une ligne tracée sur une développable est telle qu'en chacun de 
ses points son plan osculateur soit normal à cette développable, cette ligne, dans 
le développement de la sur face sur un plan, se trans forme en une droite. 

Nous verrons plus tard (n° 62) que c’est là une conséquence immédiate 
d’une propriété générale des surfaces quelconques. 


Cas du cône. — La démonstration précédente s'étend très facilement au 
cas du cône, moyennant que, sur la figure, la courbe (m) représente l'inter- 
section du cône lui-même par la sphère de rayon 1 ayant son centre au 
sommet du cône, et le grand cercle ma, la section de cette sphère par le plan 
tangent au cône le long de la génératrice OM. Dans ces conditions, la for- 


. . . . LL. I , 
mule (1) ci-dessus subsiste si l’on y remplace simplement — par z» r étant 


le rayon de la sphère sur laquelle a été prise la courbe (M). Dès lors, la 
formule (2) est encore vraie pour ce cas, ainsi que les conséquences qui en 
ont été déduites ci-dessus. 


b. — ÉTUDE DES DÉVELOPPABLES ATTACHÉES A UNE COURBE GAUCHE. 


43. Surface polaire et surface rectifiante. — Nous avons vu (n° 29) que 
le plan osculateur d’une courbe gauche a pour caractéristique la tangente. 
La développable qui constitue l'enveloppe de ce plan se confond donc avec 
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77 
le lieu des tangentes, c’est-à-dire admet pour arête de rebroussement la 
courbe donnée elle-même. 

Les deux autres faces du trièdre attaché, dépendant d’un seul paramètre 
variable, envelopperont aussi nécessairement des développables. 

Nous avons déjà vu (n° 34) que le plan normal a pour caractéristique 
laxe de courbure (qui contient le centre du cercle osculateur et le centre de 
la sphère osculatrice, et qui est perpendiculaire au plan osculateur). La 
développable & qu'il a pour enveloppe est donc le lieu des axes de courbure. 
Elle a reçu le nom (qui ne s'explique guère) de surface polaire. Cette déve- 
loppable admet pour arète de rebroussement l'enveloppe de ses génératrices, 
les axes de courbure. Si l’on remarque que la courbe (M) a, avec la sphère 
osculatrice en M, un contact du troisième ordre, on est conduit, pour cher- 
cher le point commun à deux axes de courbure infiniment voisins, à regarder 
l'arc infiniment petit MM’ de cette courbe, comme situé sur la sphère oscu- 
latrice, On voit alors que les axes de courbure en M et M’ se coupent au 
centre S de.la sphère osculatrice ('). 

L'’arête de rebroussement de la surface polaire & se confond donc avec le 
lieu (S) du centre de la sphère osculatrice, courbe que Lancret a appelée la 
développée par le plan de la courbe donnée. 

Remarquons que, si ds, et r, sont la différentielle de l'arc et le rayon de 
courbure de la courbe (S), ds et r, étant la différentielle de l'arc et le rayon 
de torsion de la courbe donnée (M), on a 


Maintenant, la surface polaire étant l’enveloppe du plan normal, celui-ci 
est osculateur à son arête de rebroussement (S). L’angle de deux plans 
osculateurs infiniment voisins de (S) est donc égal à l'angle d0 de deux tan- 
gentes infiniment voisines de (M). On a donc encore, en appelant r, le 
rayon de torsion de (S), | 


On déduit des deux dernières lignes d’égalités écrites, en divisant membre 


à membre, 
Pa 
Ti Fr: 


1 


` 


(1) La démonstration rigoureuse de cette proposition se fait par l'analyse. 
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| Enfin, il est intéressant d'envisager la développable R qui est l'enveloppe 
f de la troisième face du trièdre attaché, celle de la tangente MT et de la 
binormale MB. Ce plan passant par la tangente, qui a pour caractéristique 
le point M, aura lui-même pour caractéristique une droite passant par M; 
on l'appelle la droite rectifiante. Dès lors, la développable R, lieu de cette 
caractéristique, contiendra la courbe (M). Or, le plan osculateur MTN à 
cette courbe (M) est constamment normal au plan MTB tangent à cette 
développable. Il en résulte, en vertu du théorème énoncé à la fin du n° 42, 
que lorsqu'on développe cette développable R, sur un plan, la courbe (M) se 
trans forme en une droite. 
C’est en raison de cette remarquable propriété, qui permet de rectifier 
(au sens propre du mot) la courbe quelconque (M), que Lancret, qui l’a 
découverte, a donné à la surface R le nom de surface rectifiante et, par : 
suite, au plan MTB dont cette surface constitue l'enveloppe, le nom de 
plan rectifiant. 
Voici une façon simple de déterminer la droite rectifiante, qui est due à 
l'élève Rouchet de la promotion 1927. 
Si &' et bb' sont les arcs des indicatrices des tangentes et des binormales 


Li 
A 
N 
b 
d 
+ 
\ 
l i i Fig. 21 bis. 
K 
LU 
y 


correspondant à deux positions infiniment voisines du point M, le point 7 
correspondant à la droite rectifiante, sur la sphère unitaire, est à la ren- 
contre des quarts de grands cercles bt et b't' sur cette sphère. 
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Or, les tangentes en £ et en b' aux arcs #! et bb’ sont, à un infiniment 
petit près, parallèles à On; de plus les tangentes en ?' et en b', au quart de 
grand cercle b't', sont respectivement parallèles à O b' et à Ov’. Il en résulte, 
qu'à des infiniment petits près, les angles en £’ et en b' des triangles sphé- 
riques t't et rb'b sont droits et, par suite, que, dans ces triangles, 


tre sin £t’ vi Lis sin bb’ 
sin rt = ——; sin rb = ———. 
sin ¿rt sin brb 

Or, rt et rb mesurent l'angle ọ de la droite rectifiante avec la tangente et 
son complément ; tt’ et bb' mesurent dû et dn; enfin trt = brb' = dw, angle 
des deux plans rectifiants ou, ce qui revient au même, des deux normales 
principales infiniment voisines. On a donc, en négligeant des infiniment 
petits du troisième ordre, 


dÿ dn 
Sino =) coso = — 
i do : dw 
d'où 
t dû ri 
ang o = ZE — o 
S dn F, 


Nous ferons, en outre, remarquer que l’on tire immédiatement de là 


PA à d9? + dn? 
sino + cost o- 1z CRUE E ET EST 
| ; dw? 

ou 
du? = d@ + dn?, 


formule due à Lancret. 


44. Développées. — Nous venons de voir que le plan normal à une 
courbe gauche reste osculateur au lieu des centres des sphères osculatrices 
de cette courbe; c’est là la propriété qui généralise pour l’espace la propriété 
des courbes planes en vertu de laquelle leurs normales restent tangentes au 
lieu des centres de leurs cercles osculateurs. 

On pourrait être tenté de se demander si, de mème, la normale princi- 
pale d’une courbe gauche (M) admet une enveloppe. Or, il est très facile 
de voir qu'il n’en est rien. En effet, les normales principales engendreraient 
alors une développable qui contiendrait la courbe (M). Le plan tangent à 
cette développable le long de MC, confondu avec le plan tangent en M, 
serait donc le plan de MC et de MT, c’est-à-dire le plan osculateur en M. 
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Or, nous savons que l’arête de rebroussement de l'enveloppe de ce plan est 
la courbe (M) elle-même. On aboutirait donc à une impossibilité ("). 

Mais, si les normales principales n’admettent pas d’enveloppe, on peut 
toutefois trouver une infinité de courbes dont les tangentes soient normales 
à la proposée (M), c'est-à-dire dont cette courbe (M) soit une développante. 
Elles sont, à leur tour, dites les développées de (M). 

Soit MP la normale qui reste tangente à la courbe (P); puisqu'elle se 
trouve constamment dans le plan normal MBN, le point P où cette droite 
touche son enveloppe appartient nécessairement à la caractéristique de ce 
plan, c’est-à-dire à l’axe de courbure CS. D'autre part, la tangente MP à 
la courbe (P ) engendre une développable dont le plan tangent le long de MP 
est le plan MTP puisque la courbe (M) se trouve sur cette développable. 
Ce plan MTP est donc le plan osculateur de l’arète de rebroussement (P) 
de cette développable (n° 39), et la normale principale de cette courbe est 
la perpendiculaire à MP en P, contenue dans ce plan MTP, donc la paral- 
lèle à MT menée par P. 

Sur la représentation sphérique, le point représentatif p de la droite MP 
se trouve sur le grand cercle bn, puisque cette droite est dans le plan nor- 
mal MBN. La tangente pp’ à la courbe (p), parallèle à la normale princi- 
pale de (P) (n° 32), l’est donc à MT et, par suite, à Or; elle est donc nor- 
male au grand cercle bpn; mais, ce dernier, dont la tangente en b est 
parallèle à On, est, d’après ce qui a été vu au n° 32, tangent en b à la 
courbe (b); il en résulte, d’après la formule (IT) du n° 22, que 

d(bp)=— d(b) 


ou, si l’on remarque que d(b) mesure l’angle de torsion dr, et bp, langle BMP 
complément de l’angle © que MP fait avec la normale principale MN, 


(1) Il est facile de voir quelle est la tangente en G à la courbe (C). Puisque, ‘aux infini- 
ment petits du troisième ordre près, les axes de courbure répondant aux points infiniment 
voisins M et M’ peuvent être regardés comme se coupant au centre S de la sphère oscula- 
trice, et que ces axes sont respectivement perpendiculaires aux plans osculateurs en M et 
en M’, la droite CC’ est perpendiculaire à l'intersection de ces plans. Donc, à la limite, la 
tangente cherchée est perpendiculaire à la tangente MT. D'autre part, les angles MCS, 
MC'S étant droits, l'élément CC’ appartient à la sphère de diamètre MS. Ainsi la tangente 
au lieu des centres de courbure se confond avec la tangente en C contenue dans le plan 
normal en M à (M), à la sphère de diamètre MS, ou encore, si l’on veut, avec la tangente 
en C au cercle circonscerit au triangle MCS. 


WwWw.rcin.org.pl 


1I. — GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. Sı 


(2) 


Puisque la formule (2)ne détermine l'angle ọ qu'à une constante additive 
près, elle montre que langle compris dans chaque plan normal entre les 
normales MP et MP' tangentes à deux mêmes développées (P) et (P') est 
constant, ou encore que, si en chaque point M on fait tourner la normale MP, 
tangente à une développée (P) d'un angle constant autour de la tangente pour 
l'amener en MP", cette normale MP" reste tangente à une autre développée (P^. 

On peut remarquer, en outre, que le plan MTP osculateur en P à (P Jest 
perpendiculaire au plan normal à (M) en M, et, comme ce plan normal 
passe par la tangente MP à (P), il constitue le plan rectifiant de (P). L'en- 
veloppe de ce plan, c’est-à-dire la surface polaire de (M), est donc la surface 
rectifiante de (P). Dès lors, si l’on développe cette surface polaire, les déve- 
loppées (P ) de (M) (qui sont toutes situées sur cette surface) se transforment 
en lignes droites. : s 

Cette dernière propriété suffit, d’ailleurs, à établir sans calcul la constance 
de l'angle entre les normales MP et MP’ ayant pour enveloppes les déve- 
loppées (P) et ( P’). En effet, si l’on développe la surface polaire, les angles 
se conservant dans le développement, les tangentes PM et P'M viennent 
après développement se confondre avec les droites en lesquelles se trans- 
forment les courbes ( P) et (P'). Par suite, l'angle PMP’ de ces tangentes 
est égal à celui de ces droites, donc constant ('). 

M. Réveille qui, de son côté, a fait la même remarque, en a tiré une élé- 
gante détermination du rayon de la sphère osculatrice. 

Si l’on fait le développement de la surface polaire sur son plan tan- 
gent MCS, à partir de CS, les diverses développées se transforment en les 
droites MP. L’arète de RÉTRES PSR (S )de cette surface se transforme en 
une courbe (S,) tangente en S à CS et le lieu (C) du centre de courbure en 
une courbe (C,) tangente à (C) en C. On voit que (GC) n'est autre que la 
podaire de (S,) par rapport à M, ce qui montre que la tangente en C à cette 
courbe est perpendiculaire à la diagonale CI du rectangle MCSI construit 
sur CM et MS (ce qui redonne la propriété obtenue dans la note au bas de 
la page précédente). 

L'angle infiniment petit dont MC tourne autour de M dans le plan de la 
figure développée, étant égal à celui dont tourne CS, c'est-à-dire à dn (par 


(1) Remarque communiquée par l'élève Jean Le Roy de la promotion 1925. 


D'OCAGNE, 11 
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suite de la conservation des angles), on a, dans ce plan, 


d(MC)=I1M.dn. 


Or. 
; o İs 
MCO = re, IM = CS, dn = ka 3 
rit 
on a donc 
mL À; 
ECS, 
ri 
d'où 
f dre 
Dares) 
ds 


ce qui donne pour MS, rayon de la sphère osculatrice, l'expression écrite 
à la fin du n° 30. 


45. Surfaces d'égale pente. Hélicoïde développable. — On peut, en par- 
ticulier, considérer les diverses développées, dans l’espace, d’une courbe 
plane (M) que, pour simplifier le langage, nous supposerons tracée dans un 
plan horizontal. Puisque nous connaissons une développée (P) de cette 
courbe (M), savoir sa développée plane, située dans son plan, nous n'avons, 
en vertu de ce qui a été vu au numéro précédent, qu’à faire tourner toutes 
les normales de la courbe (M), situées dans son plan, d'un même angle 
autour des tangentes correspondantes pour obtenir une développée (P") 
dans l’espace. 

Cette développée ( P’) est située sur la surface polaire de la courbe (M), 
c'est-à-dire sur /e cylindre T à génératrices verticales ayant pour section 
droite la développée (P ), et comme ses tangentes font toutes le même angle 
sur l'horizon, c'est une hélice de ce cylindre. 

La Ness dévelophable engendrée par les tangentes à (P' admet pour 
plan tangent, le long de chaque génératrice MP, le plan de cette généra- 
trice et de la tangente MT à (M), plan dont la génératrice constitue la ligne 
de plus grande pente. Donc tous les plans tangents de cette développable 
ont même pente; c’est pourquoi elle est dite elle-même une surface d'égale 
pente. On voit donc que surface d'égale pente estl synonyme d’'hélicoïde 
développable quelconque. 

De plus, le plan tangent se confondant avec, le plan osculateur de l'arête 
de rebroussement de ( P’), ici une hélice de F, est normal à ce cylindre; la 
surface d'égale pente coupe donc orthogonalement le cylindre F tout le long 
de cette hélice. 

Il est très facile de voir que, réciproquement, toute surface d’égale pente 
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est un hélicoïde dévelappable quelconque. Remarquons d’abord que la con- 
dition de constance de l'angle des plans tangents avec l'horizon réduit à un 
le nombre des paramètres variables dont dépendent ces plans. Il en résulte 
que la surface est développable ('). Il suffit ensuite de mener par un point 
fixe des plans parallèles à ses plans tangents pour avoir, comme enveloppe 
de ces plans, lé cône directeur de la surface, qui est de révolution autour de 
la verticale de son sommet. En prenant ensuite l'enveloppe des cônes direc- 
teurs ayant leurs sommets sur une section horizontale de la surface on voit 
bien aisément que les génératrices de contact se projettent horizontalement 
suivant les normales de cette section et sont, par suite, tangentes à une 
hélice tracée sur le cylindre verticai qui a pour section droite la développée 
de cette section horizontale de la surface, développée qui est, au reste, la 
même pour toutes les sections horizontales. 

Le cas le plus simple est celui où, le cylindre F étant de révolution, 
l'hélice (D) est circulaire. Dans ce cas, la surface constitue un hélicoide 
développable ordinaire. Si nous nous reportons au n° 42, nous voyons que, 
lorsqu'on développe cet hélicoïde sur un plan, le ijon: de courbure r, de 


son hélice de rebroussement, qui est constant | égal à ——; r étant le rayon 


du cylindre et x l'angle de l’hélice (n° 38) |, se conserve, en sorte que cette 


hélice se transforme en un cercle. Si donc on découpe, dans une feuille 
mince de papier ou de tôle, un cercle de rayon r,, puis que, fendant cette 
feuille suivant le prolongement d’un des rayons du cercle, on la torde pour 


` Pimplanter orthogonalement sur un cylindre de rayon r,.cos’x, le long 


d’une hélice d'angle q, elle affecte la forme d’un hélicoïde développable ; elle 
constitue alors ce qu’on appelle une vis d'Archimède. 


D. — SURFACES EN GÉNÉRAL. 
a. — ÉTUDE D'UNE SURFACE AUTOUR D'UN DE SES POINTS. 


16. Indicatrice au point de vue projectif. — Soit M un point ordinaire 
d’une surface | M]. Si l’on rapporte cette surface à son plan tangent en M 


(1) Pour une surface ordinaire, à une direction donnée de trace horizontale correspond 
une série continue simplement infinie de plans tangents non parallèles entre eux. Puisque, 
dans l'hypothèse actuelle, ils seraient tous parallèles entre eux, c'est donc que nécessaire- 
ment ils sont confondus en un seul, ce qui réduit à un le nombre des paramètres dont 


dépendent ces plans tangents. E, 
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pris comme plan des xy et à sa normale en M prise comme axe des z, le z de 
la surface aux environs du point M est développable en une série de Taylor, 
qui, pour une orientation convenable des axes Mx et My dans le plan tan- 
gent en M, prend la forme 


Ben E VEA 


Les tangentes à l’origine M à nl section de la surface par son plan tangent 

sont alors données par 

LL + AY —= 0, 
ce qui montre que les axes Mæ et My ne sont autres alors que les bissec- 
trices de l'angle de ces tangentes; ces directions Mæ et My sont dites prin- 
cipales pour ie point M. 

Le développement ci-dessus de 3 pourra être limité à ses deux premiers 
termes si æ et y sont infiniment petits, attendu que, 3 étant alors du second 
ordre, on peut négliger les termes suivants qui sont du troisième. 

On peut, dans ces conditions, regarder l'équation. ci-dessus comme celle 
de la projection, sur le plan tangent en M, d’une section faite dans la surface 
par un plan parallèle à celui-ci, à une distance infiniment petite. 

Une courbe homothétique à cette projection par rapport au point M, et 
de dimensions finies, est dite l’ëndicatrice en ce point. Mettant, ce qui est 
indispensable, le signe de z en évidence, nous voyons donc que l'indicatrice 
se compose de l’ensemble des deux Peu conjuguées 


o NIA eN T OA i 


k étant un segment arbitrairement choisi. 

Cet ensemble de deux coniques comprend une ellipse réelle et une ellipse 
imaginaire si «, et x, sont de même signe (auquel cas on peut les prendre 
tous deux positifs), deux hyperpoles conjuguées si x, et x, sont de signes 
contraires (auquel cas, par convention, on pourra prendre g, positivement). 
Dans les deux cas, les deux coniques dont se compose l’indicatrice ayant 
mêmes asymptotes, les couples de directions conjuguées sont les mêmes par 
rapport à l’une et par rapport à l’autre. On peut donc, sans ambiguïté, 
parler de directions conjuguées par rapport à l'indicatrice. 

Remarquons, d’ailleurs, que les asymptotes de l’indicatrice, dont l'ensemble 
est défini par l'équation 

XL + AY" —= 0; 
se confondent avec les tangentes à l'intersection de la surface par son plan 


tan gent. 
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Remarquons encore que toute droite du plan tangent (z = o0, y = mx) 
coupe la surface en deux points confondus en M puisque l'équation aux 
abscisses des points de rencontre est 


o=(a Hm a)... 


Pour qu'un troisième point commun vienne encore en M, il faut que 
4 + m?a,= 0, c'est-à-dire que la droite se confonde avec une asymptote 
de l’indicatrice. : 

Si l’indicatrice au point M est elliptique, ce qu’on exprime sous forme 
condensée en disant que le point M est elliptique, on voit qu'aux environs de 
ce point, la section de la surface par un plan parallèle au plan tangent est 
réelle ou imaginaire suivant que ce plan est d’un côté ou de l’autre du plan 
tangent. Autrement dit, aux environs du point M, la surface est tout 
entière du même côté par rapport à son plan tangent. Comme variété de 
point elliptique, il faut distinguer l’ombrlic, où l’indicatrice est circulaire. 
La seule surface dont tous les points soient des ombilics est la sphère ('). 

Si le point est hyperbolique, la section, toujours réelle, est homothétique 
à l’une ou à l’autre des deux hyperboles conjuguées dont se compose l'indi- 
catrice, suivant que le plan sécant est d’un côté ou de l’autre du plan tangent. 
La surface est traversée par son plan tangent (les tangentes à l'intersection 
étant, comme nous venons de le voir, les asymptotes de l’indicatrice); on 
dit qu’elle est à courbures opposées. Parmi les points hyperboliques, il con- 
vient de distinguer ceux qui sont équilatères (où les asymptotes de l’indica- 
trice sont à angle droit). Les surfaces dont tous les points sont équilatères 
sont d’une haute importance: ce sont celles qui sont dites minima, dont on 
dira quelques mots plus loin (?). 

Il y a lieu de considérer aussi les points dits paraboliques, pour lesquels, 
l’un des coefficients, 4,, par exemple, étant nul, lindicatrice se réduit à 


ist, 


ensemble de deux droites parallèles à la direction principale pour laquelle 
le coefficient est nul. 

Il est facile de voir que tout point d’une développable est parabolique, 
` puisque les asymptotes de l’indicatrice, données par les tangentes à l'inter- 
section de la surface par son plan tangent, sont toutes deux confondues 


(1) Démonstration géométrique au n° 47, 
(2?) Seconde note au bas du n° 53, 
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avec la génératrice le long de laquelle ce plan tangent touche la surface. 
Inversement d’ailleurs, toute surface dont tous les points sont paraboliques 
est une développable ("). 

Si deux surfaces S et S’ sont tangentes en un point M, il résulte de la 
définition même de l'indicatrice que, si l’on a construit les indicatrices de 
ces deux surfaces en M, avec le même segment #, les tangentes au point 
double que l’intersection des deux surfaces présente en M sont données par les 
diamètres communs à ces deux indicatrices. 

Si les surfaces S et S’ sont inscrites l’une à l’autre tout le long d’une 
courbe C, tout point M de C est un point double de l'intersection ; par suite 
chaque tangente en M doit être regardée comme une tangente double, On 
voit donc, en appliquant ce qui précède, que les indicatrices en tout point M 
de C doivent avoir un diamètre double commun, c'est-à-dire étre bitangentes 
aux extrémités de leur diamètre commun qui est la tangente à la courbe de 
contact. . 

Si ce diamètre double est un axe pour l’une d'elles, les tangentes com- 
munes en ses extrémités lui étant perpendiculaires, ce diamètre est encore 
un axe pour l’autre, De là cette conséquence que, st deux surfaces S et S'se 
raccordent tout le long d'une courbe C et si, sur Cune d'elles, la courbe C est, 
en chacun de ses points, tangente à l’une des directions principales de cette 
surface, ilen est de même sur l'autre. 

Nous retrouverons plus loin (n° 54) une généralisation importante de ce 
théorème mis sous une autre forme, 


47. Directions conjuguées. — Si un plan x se déplace en restant tangent 
à une surface S, le long d’une courbe C tracée sur S, la caractéristique de 
ce plan 7 qui, pour chacune de ses positions, passe par son point de con- 
tact M, c'est-à-dire la génératrice G de la développable enveloppe de 7, 
peut être obtenue par application du théorème qui vient d’être démontré. 
En effet, d’après ce théorème, les indicatrices de la surface S et de la déve- 
loppable circonscrite le long de C doivent être bitangentes en chacun des 
points M de cette ligne, aux extrémités du diamètre situé sur la tangente à C 
en M. Or, l’indicatrice de la développable se compose de deux droites 
parallèles à G. Les tangentes à l’indicatrice de C, aux extrémités du dia- 
mètre dirigé suivant la tangente MT à cette courbe, sont donc parallèles à G. 
Autrement dit : la caractéristique G du plan 7 et la tangente MT à la courbe 


(1) Démonstration géométrique donnée dans la Remarque finale du n° 87. 


MER 


II. — GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. 87 


que son point de contact M décrit sur S sont deux diamètres conjugués de lin- 
dicatrice de S en M. 

Tel est le théorème fondamental de Dupin à qui l’on doit, d’ailleurs, 
l'introduction, dans la théorie des surfaces, de la notion d’indicatrice. 

A titre de premier exemple d’application de ce théorème, voici une ingé- 
nieuse démonstration (') du théorème qui dit que toute surface dont tous les 
points sont des ombulies est une sphère. 

Puisque, en chaque point de la surface, l’indicatrice est un cercle, la tan- 
gente en tout point de la courbe de contact d’un cylindre circonscrit est 
perpendiculaire à la génératrice correspondante, ce qui exige que la courbe 
de contact soit une section droite du cylindre et, par suite, que les normales 
à la surface en tout point de cette courbe se rencontrent, Or, deux points 
quelconques de la surface appartiennent à la courbe de contact du cylindre 
circonscrit dont les génératrices sont parallèles à la droite d’intersection des 
plans tangents à la surface en ces points. Il suit de là que les normales en 
ces deux points se rencontrent, ce qui revient à dire que toutes les normales 
à la surface se rencontrent deux à deux, et, comme elles ne sont pas toutes 
dans un même plan, cela exige que la surface soit une sphère. 


Construction géométrique des directions conjuguées. — Soient Me le sens 
positif (choisi arbitrairement) sur un des axes principaux, My le sens 
positif du second axe, obtenu par une rotation directe de Mx, égale à un 
angle droit. Sur Mx et My, portons, en tenant compte de leur signe, les 


; K k 2 ; TE 
segments MA, et MA, proportionnels à — et — et élevons à Mg et à My, 
1 . 


en À, et A,, les perpendiculaires A, V et A, V. Si l’une des droites conju- 
guées coupe À, V en D, qui se projette orthogonalement en d, sur MA,, et 
que l’autre coupe A, V en D, qui se projette orthogonalement en d, sur MA, 
le vecteur Md, coïncide avec le rabattement, dans le sens direct, de Md, 
sur l'axe des æ. En effet, dans les conditions qui viennent d’être précisées, 
si ©, et ©, sont les angles de MD, et de MD, avec Mx, on a 


k tangg 
M d, =A, D, = MA, tango, — ET, 
1 


et de même 


ji 
Md,=A,D,— MA, tang | 9, — 


\ 


z) k cotos. 
2 


(1). Due à l'élève Bonérv. de la promotion spéciale 1920. 
; p I 
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par suite, 
k tango; k coto, 
a, € CA 
ou 
er 
tang ©, lang @,—= — —» 
- D Af 


relation fondamentale entre deux directions conjuguées par rapport à l'in- 
dicatrice. On a, sur la figure de gauche, indiqué la construction (en affec- 


tant successivement l'indice 1 à l’une ou l’autre des directions conjuguées) 
dans le cas d’un point elliptique (x, et 4, > 0), sur celle de droite, la cons- 
truction dans le cas d’un point hyperbolique (4, > 0, «< 0). 
Cette construction sera complétée au n° 49 par la signification géomé- 
3 k k 
trique de — et —+ 


% 2 


48. Tangentes aux courbes d'ombre. Points de passage. — Il suffit de 
remarquer que les rayons lumineux tangents à une surface éclairée par une 
source lumineuse L engendrent un cône de sommet L (qui dégénère en 
cylindre lorsque le point L s'éloigne à l'infini dans une direction donnée) 
circonscrit à la surface tout le long de la ligne d'ombre, pour que l’applica- 
tion du théorème de Dupin montre que la tangente en chaque point de la 
ligne d'ombre est conjuguée du rayon lumineux par rapport à lindicatrice de 
la surface en ce point. 

Ce théorème permet, par lemploi des constructions ci-dessus, d'obtenir 


RP SE 


II. — GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. 89 


les tangentes à la courbe d’ombre si, en chacun de ses points, on connaît 
soit les asymptotes, soit les axes (en grandeur aussi bien qu'en direction) 
de l’indicatrice. > 

Remarquons que, si la courbe d'ombre passe par un ombilic, elle est 
en ce point nécessairement normale au rayon lumineux et que, si elle passe 
par un point parabolique, elle a en ce point une direction indépendante de 
celle du rayon lumineux dans le plan tangent. 

Si la surface est à courbures opposées, un rayon lumineux tangent à la 
surface en un point M peut aller rencontrer encore la surface en un autre 
point N. Alors que le point M décrit la courbe (M) d'ombre propre, le 
point N décrit une courbe (N) d'ombre autoportée. Pour certaines positions 
du rayon, les points M et N se confondront en un seul P dit point de passage. 
Pour une telle position du rayon lumineux, trois points de rencontre avec 
la surface, infiniment voisins, se trouvent donc confondus en P. Par suite, 
en vertu d’une remarque faite au n° 46, ce rayon se confond avec une 
asymptote de l’indicatrice en P et, comme cette asymptote est à elle-même 
sa propre conjuguée, la tangente à la courbe d’ombre se confond en ce point 
avec le rayon lui-même. 

Ainsi, en un point de passage, le rayon lumineux est tangent à la courbe 
d'ombre; 1 s’y confond d’ailleurs avec une asymptote de l'indicatrice de la 
surface éclairée. 


Remarque. — En tout point de perte, où une ombre quelconque portée 
sur une surface pénètre dans l'ombre propre de cette surface, le plan tangent 
à la surface et le plan tangent au cône projetant l'ombre portée passant tous 
deux par le point lumineux se coupent suivant le rayon lumineux qui cons- 
titue, dès lors, la tangente à la courbe d'ombre portée. Il en est encore de 
même, à la limite, lorsque le point de perte devient un point de passage; 
par suite, en un point de passage, la courbe d'ombre autoportée se raccorde 
avec la courbe d'ombre propre tangentiellement au rayon lumineux. 


49. Distribution des courbures autour d'un point. Indicatrice au point de 
vue métrique. — L'étude des variations de la courbure autour d’un point 
d’une surface se rattache également à la considération de l'indicatrice. 

Soit (M) une courbe quelconque tracée sur la surface [M], dont la tan- 
gente en M est MT. Si, du point infiniment voisin M’, on abaisse la perpen- 
diculaire M'M, = z, sur le plan tangent Mæy en M, puis de M, la perpen- 
diculaire M, M, sur MT, on a, pour le rayon de courbure r de (M) en M, en 
remarquant que MM’ ne diffère de sa projection MM, sur Mxy que d’un 


D'OCAGNE. 12 
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infiniment petit du deuxième ordre, 


m f) 


MM, .. MM, i 
7 = lim Fe M M, e Y A 2.MM, cos M, M M. 
Or 


MM,—2+3,  MM=z:=aat+ @,yt; 


par suite, 
A cosM,M'M, 
tahm - E o AN 
2 acos? x MM, + æ, cos? y MM, 


A la limite, le plan MM, M’ ou 3 MM, devient le plan normal 3MT mené 


Fig. 23, 


-à la surface par la tangente MT, le plan MM, M devient le plan osculateur 
en M à (M). Si donc w est l'angle de ces deux plans, si de plus © est 
l'angle x MT limite de x MM,, on a 

COS 6) 
(1) TE + asin? o). 


Cette expression restant constante pour une même valeur de ọ, quand w 
reste aussi constant, on voit que 7 est le même pour toutes les courbes tracées 
sur la surface | M] ayant méme plan osculateur en M, en particulier pour la 
section faite dans cette surface par ce plan osculateur, ce qui ramène l'étude 
de la courbure de toutes les courbes passant en M sur la surface à celle des 
seules sections planes. | 

Remarquons ensuite que si, appelant r le rayon de courbure de la section 
normale passant par MT, on désigne par r, celui de la section, égale- 
ment menée par MT, dont le plan fait l'angle wù avec le plan normal MT z, 
on a, d’après (1), 


(2) Ta r COSO; 


égalité qu'’exprime le théorème de Meusnier : Le rayon de courbure d'une 
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section plane quelconque menée par MT est la projection sur le plan de cette 
section de celui de la section normale menée par MT, théorème qui réduit 
encore l'étude de la courbure en M à celle des seules sections normales ('). 

Récrivant la formule (1) pour les rayons de courbure de ces seules sec- 
tions normales, nous avons 


= = 2(4, cos" o + a;sin?®), 


Faisant successivement 9 = o0 et 9 = + = dans cette formule, et désignant 


par r, et ra les rayons de courbure des ou normales menées par les 
directions principales (ou sections principales), qui seront dits eux-mêmes 
les rayons de courbure principaux, nous avons 


L 
Xi = ——)9 Z= — 
27, ar: 


et, par suite, la relation ci-dessus devient 


cos’o sin? 
ri Fa 


I 
(3) Pi 


C'est la relation d’Euler qui permet d'obtenir immédiatement le rayon 
de courbure d’une section normale passant en M, en fonction des rayons de 
courbure principaux 7, et ra. Or, si l’on transporte les valeurs ci-dessus 
deg, et de x, dans l'équation de l’indicatrice (n° 46), on a pour celle-ci 


| 
+ 
| 
|| 
+ 


Si l’on appelle 5 le demi-diamètre de cette indicatrice faisant l'angle ọ 


avec Mæ, on a 
p° cos" © 2 p° sin? 9 
ri Fa 


E aaier m à 


ou, en comparant avec (3), : 


Ge Tan. 


Mere 
or 
x 


Autrement dit : le rayon de courbure dans chaque section normale est pro- 


(1) Il résulte immédiatement de ce théorème, ainsi que la remarque en a été faite par 
Hachette, que le plan osculateur en un point de la courbe d'intersection de deux sur- 
Jaces est perpendiculaire à la droite unissant les centres de courbure des sections nor- 
males faites dans les deux surfaces par des plans contenant la tangente à la courbe 
d'intersection. 
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portionnel au carré du demi-diamètre de l'indicatrice dirigé suivant la trace 
de cette section normale sur le plan tangent. C’est le théorème de Dupin, 
grâce auquel les variations de la courbure autour du point M sont figurées 
par l’indicatrice. 

Il en résulte immédiatement que si deux surfaces tangentes en un point 
ont, en ce point, même indicatrice, toutes les sections déterminées dans 
l’une et dans l’autre par les plans normaux communs ont même courbure 
au point considéré. On dit alors que les deux surfaces sont osculatrices en ce 
point. 


k k 
Nous voyons aussi que les segments MA, et MA, , proportionnels ¿ aet FA 
Xi 


qui ont été employés dans la construction des droites conjuguées (n° 47 in fine), 
peuvent étre pris tout simplement égaux à r, et r,, ce qui achève de faire 
ressortir la simplicité de cette construction. 

Remarquons encore que la formule (5) permet de transformer immédia- 
tement toute propriété des demi-diamètres d’une conique en une propriété 
correspondante des rayons de courbure des sections normales d’une surface 
en un point. C’est ainsi, notamment, que les classiques théorèmes d’Apol- 
lonius, appliqués à l’indicatrice, montrent que si r et 7’ sont les rayons de 
courbure de deux sections normales dont les traces sur le plan tangent sont 
conjuguées par rapport à l'indicatrice et font entre elles l'angle 4, on a 


(6) r+r=r + i 
et 
(7) rrie = Hrs: 
Construction du rayon de courbure d ‘une section normale. — La formule (3) 
d'Euler peut s'écrire 
PTE NE Pa oto 
Ti A Rs tango 


Si, MA, et MA, étant les rayons de courbure principaux portés avec leur 
signe sur Mæ et My, on suppose que MA soit le rayon de courbure de la 
section normale menée par MT, il suffit de couper MA en T, et T, par les 
demi-cercles de rayons MA, et MA, (le premier toujours du côté de My 
positif, le second du côté de MA, pris avec son signe)et de mener à ces 


cercles en T, et T, les tangentes qui coupent Mx et My en 4, et t, pour 


avoir 
r= r= T,A=— AT,, y = AN, ra coto = T4, 


r tango == t; 


tomate 
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et, par suite, pour que l'égalité précédente devienne 


7 VVE A? 
AT, 


qui montre que le point À se trouve sur la droite t, t,. De là, là construction 

de ce rayon de courbure qui, appliquée sur la figure, d’abord dans le cas 

d'un point elliptique, puis dans celui d’un point hyperbolique, permet le 
LP PHUE;:E P FP que, p 


tracé rapide de la courbe (A ) faisant connaître les variations complètes du 
rayon de courbure MA =r (pour ọ variant de o à 7), courbe qui, dans le 
cas du point hyperbolique, comprend deux branches distinctes (A) et (A) 
ayant, bien entendu, pour asymptotes celles mêmes de l’indicatrice. 


50. Rayon de courbure du contour apparent d'une surface projetée 
orthogonalement ('). — Soit M un point de la courbe (M) de contact de la 
surface S et du cylindre F qui lui est circonscrit et dont les génératrices sont 
perpendiculaires à un certain plan de projection. Le contour apparent de 
la surface sur ce plan n’est autre que la section droite de ce cylindre. Pour 

-avoir le rayon de courbure répondant à la projection de M, il nous suffit de 

déterminer le rayon de courbure en M de la section droite du cylindre F 
passant en ce point. i 

Soient donc, dans le plan tangent à la surface en M, MT la tangente à la 


(1) La présente démonstration est extraite d’une Note des Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques (1895, p. 262). 
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courbe de contact (M) de S et du cylindre F, MG la génératrice de ce 
cylindre, conjuguée de MT par rapport à l’indicatrice, MD la trace du 
plan de la section droite du cylindre, perpendiculaire à MG. Appelons r 
et r’ les rayons de courbure des sections normales de la surface passant 
respectivement par MT et MG, et r, le rayon cherché de la section droite 
du cylindre F passant par MD. Soient enfin 0 l'angle de MD avec la direc- 
tion principale Mz, et à l'angle des directions conjuguées MT et MG. 

Le cylindre étant circonscrit à la surface S, il résulte d’une remarque 


Fig. 25. 


g 
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M 


faite au n° 46 que leurs indicatrices en M sont bitangentes aux extrémités 
du diamètre commun dirigé suivant MT et, par suite, que, dans la section 
normale menée par MT, le rayon de courbure r est le même pour les deux 
surfaces; d'autre part, le point M étant parabolique sur le cylindre, l’une 
des directions principales est celle de la génératrice et l’autre se confond 
avec MD. Le rayon de courbure r, est donc le second rayon de courbure 
principal du cylindre en M, le premier étant infini, et la relation d'Euler 
appliquée à ce cylindre donne | 


T 7» | 
sın g= —: 
rr 
Il vient donc (') 
rire 
I ro ==> 
(1) ; rie. 


(1) De cette formule on déduit immédiatement que l'inverse du cercle de Meusnier (lieu 
des centres de courbure) contenu dans chaque plan normal M Dz se confond avec la droite 
obtenue en faisant tourner de 90° autour de la normale Mz l'axe de courbure du contour 
apparent de la surface projetée sur M Ds., Le lieu de ces axes de courbure est d’ailleurs un 
cylindroïde (voir la note de la page 139). 
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pi . . T 
Or, r' rayon de courbure correspondant à la direction MG (angle = + 0 


avec M) est donné par 


I sin? 92 cos? 0 


r Ti F; 


Par suite, finalement, 
(2) ro= r, cos? 0 + r'sin? 6, 


formule que Mannheim avait obtenue par une tout autre voie, et qui fait 
connaître le rayon de courbure 7, en fonction de l'angle 4 que fait, avec la 
première direction principale, la trace sur le plan tangent en M dé plan 
parallèle au plan de projection mené par M (horizontale ou frontale de ce 
plan tangent s’il s’agit d'une projection horizontale ou verticale). 
Remarquons que la première expression de r, montre immédiatement 
que, si la projetante MG est une asymptote de l’indicatrice en M, auquel 


Fig. 26. 


cas r'— æ, On a r,—0, C'est-à-dire que le contour apparent présente au 
point correspondant un rebroussement. 

La traduction géométrique de l'expression ci-dessus de 7, est des plus 
simples. Il suffit de remarquer qu'elle peut s'écrire 


Eire ba 


tang os 
ro + To 


Reprenant les deux demi-cercles de rayon MA ,— 7, et MA, —7,, suppo- 
sons portée en MD, sur la trace de la section droite, la grandeur du rayon”, 
Dés lors, r, SR Ti ro — ra= D,D. Menons par D, et D, les DE 
lèles D, H et D, H aux axes; nous avons 
HD, 


tangÜ — D, 
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La formule précédente devient donc 


DE: HD 


9 
1 


, 


qui montre, puisque le triangle D, HD, est rectangle en H, que le point D 
est le pied de la perpendiculaire abaissée de H sur MD. 


Remarque: — L'expression de r, montre que ce rayon de courbure prend 
les mêmes valeurs z, et r, que le rayon de courbure de la section normale 
. de la surface dans les plans principaux Mxz et Myz. Or, dans tout autre 
plan normal, la surface des contours apparents et la surface elle-même 
ont des rayons de courbure différents. L'explication de cet apparent 
paradoxe tient à ce que la formule d’Euler n’est valable qu'en un point 
ordinaire, à plan tangent unique, alors que, pour la surface des contours 
apparents, le point M est triple, admettant comme plan tangent non seule- 
ment celui Mxy de la surface, mais encore les plans normaux à celle-ci 
respectivement perpendiculaires aux asymptotes de l’indicatrice. Pour s’en 
rendre compte, il suffit de remarquer que la surface des contours apparents 
est coupée par tout plan parallèle à Mxy, à une distance infiniment 
petite MM’ de celui-ci, suivant la podaire par rapport à M’ de la section de 
la surface par ce plan, section confondue aux infiniment petits du troisième 
ordre près avec une conique de centre M’ et d'axes parallèles à Mx et My. 
Or, cette podaire est, comme on sait, une quartique bicirculaire de point 
double M' ayant pour tangentes en ce point les perpendiculaires aux 
asymptotes de la conique. 


o1. Pinceau de normales. Théorème de Sturm. — Si l’on considère, 
autour du point M de la surface, une aire infiniment petite tracée sur cette 
surface, l’ensemble des normales menées par les points contenus à l’intérieur 
de cette aire constitue ce qu'on appelle un pinceau dont la normale MN 
en M est la normale moyenne. Nous allons voir qu'aux infiniment petits du 
deuxième ordre près, les normales de ce pinceau rencontrent les axes de cour- 
bure des deux sections principales passant par la normale MN. C’est en cela 
que consiste le théorème de Sturm, qui intervient, comme on le verra au 
numéro suivant, dans une question d'optique. 

Pour démontrer ce théorème, nous établirons deux lemmes : 

Le premier consiste en ce que, si l’on projette sur un des plans principaux, 
Mzæz par exemple, les normales en deux points correspondants de la sur face et 
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de son paraboloïde osculateur en M, 


D y? 
+ =j 
ar} ITS 


= 
= 


langle de ces projections est un infiniment petit du second ordre. Ces projec- 
tions ne sont autres, en effet, que les normales aux sections des deux sur- 
faces, parallèles aux plans Mxz, obtenues en donnant à y, dans les équations 
de ces surfaces, une même valeur constante. Leur angle est égal à celui des 


dz nee p 7 
Jz ne diffèrent que d’un infiniment 


petit du second ordre, puisque la différence des z correspondants est du 
troisième. Cet angle est donc bien du second ordre. 


tangentes'à ces sections dont les pentes 


Fig. 37- 


Le second lemme est fourni par une propriété générale du paraboloïde, 
qui dit que, si l’on projette orthogonalement un point quelconque M! de cette 
surface en m sur le plan tangent au sommet M, la parallèle à la normale 
en M' menée par m', rencontre les axes de courbure A, et À, correspondant 
au point M. 

Pour établir cette propriété, il suffit de remarquer que les projections, 
sur un des plans principaux, des sections planes du paraboloïde, parallèles 
à ce plan, résultent d’une simple translation, parallèle à Mz, de la section 
principale elle-même. | 

Par suite, en tous les points de la projection, situés sur une parallèle 
à Mz, les normales aux projections de ces sections planes sont parallèles 
entre elles et parallèles à la droite qui joint la projection commune de leur 
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pied sur, Mx (ou My) au point z =r, (ou s =r) de Mz, puisque la sous- 
normale de la section principale est constante et égale au paramètre r, 
(ours). Or, les normales à la surface se projettent sur le plan principal M xz 
(ou My=), suivant les normales à ces sections planes parallèles à ce plan 
principal. Les parallèles aux normales, dont il est question dans l'énoncé, 
rencontrent donc toutes l'axe de courbure projeté au point z =r; (ou ra). 

Cela posé, si par le point M’ de la surface donnée, infiniment voisin de M, 
nous menons la normale à la surface et la parallèle à la normale au point 
correspondant du paraboloïde osculateur (situé sur la droite M'a’, à une 
distance de M’ infiniment petite du troisième ordre), droites qui se projet- 
tent, sur Mæz, respectivement suivant M'N’ et M'N,, nous voyons, en 
vertu du premier lemme, que, comme l'angle N'M'N,, le segment N'N‘ est 
du second ordre, puis, en vertu du second lemme, que M'N, parallèle 
à m'y,, donne y, N, = m M’ qui est du second ordre, et, par suite, que y,N, 
est du troisième, puisque l'angle en N, est lui-même infiniment petit, fina- 
lement que y, N’ est du second ordre, ce qui suffit à établir le théorème. 

Il résulte de là que, si l’on fait tendre M’ vers M, par une courbe (M) 
quelconque, située sur la surface donnée, la surface engendrée par la nor- 
male est coupée par le plan P, suivant une courbe qui admet l'axe de 
courbure A, pour tangente en y,. Par suite, tous les éléments de surface 
réglée, engendrés par les normales autour de MN, se raccordent en y, et 
aussi, naturellement, en y,. Nous retrouverons ce théorème, dû à Mannheim, 


au n°54. 


52. Rayons réfractés ou réfléchis. Théorème de Malus et Dupin. — Ce 
théorème, d’abord remarqué par Malus pour le cas de rayons émanés d’un 
point, et généralisé par Dupin, consiste en ce que, st des rayons normaux à 
une surface se réfractent, suivant la loi de Descartes, sur une sur face quel- 
conque, ils sont, après réfraction, normaux à une autre surface. La réflexion 
rentre d’ailleurs dans cet énoncé général quand on la regarde comme une 
réfraction d'indice — 1. 

Soit [M] la surface sur laquelle se réfractent les rayons AM ('). Si MN 
est la normale en M à la surface |M], le rayon réfracté MB correspondant à 
chaque rayon incident AM est dans le plan MAN, et, de plus, si æ et 5 sont 


(1) Démonstration due à l'élève Babinet de la promotion spéciale 1919. On trouvera, dans 
la première édition, une autre démonstration, peut-être un peu moins simple, mais plus pure- 
ment géométrique. 
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les angles que MA et MB font avec AN, n l'indice de réfraction, on a 


A 


(1) sin — n sing, 
le cas de réflexion étant celui pour lequel n = — 1. 

Si nous désignons par 4! et 8' les angles des mêmes rayons avec une 
droite quelconque MT du plan tangent en M à la surface |M ], la formule 
fondamentale de la trigonométrie sphérique, appliquée successivement aux 
trièdres MANT et MBNT (qui admettent tous deux la face NMT égale aT) , 
montre que l’on a, si l’on appelle © le dièdre formé par les plans NMA 
et NMT, | | 

: cos g'— sin g COS 9, 
cosG"— sinf cos o, 


d'où, eu égard à (1), 
(2) cosb'= n cosg”. 

Cela posé, si le rayon AM varie en rencontrant une courbe (A) quel- 
conque, portons sur le rayon réfracté correspondant le segment MB tel que 
(3) MB =n MA, 
de telle sorte que 
(4) . d(MB) =n d(MA). 

Cela posé, supposons que M-décrive sur la surface | M } une courbe quel- 
conque (M) de tangente MT. 

WAIS GAA ; 
Si A et B sont les angles que MA et MB font avec les tangentes en A 
“et B aux lieux de ces points, la formule GIT) du n° 22 donne 
d(MA)=d(A)cosA — d(M) cos’, 
A 
d(MB)=— d(B) cosB — d (M) cos 6’, 
d'où, en tenant compte de (2) et (4), 
A A 
d(B)cosB — d(A)cosA. 
A ee A | A 

Si MA reste normal à (A), cos A — 0; par suite, cosB = o et MB reste 

normal à (B), si donc MA reste normal à la sur face [A], MB reste normal à 


la surface |B $ 
C’est le théorème de Malus et Dupin. 
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En particulier, des rayons lumineux issus d’une source réduite à un 
. point, qui, avant toute réflexion ou réfraction, peuvent être regardés 
comme normaux à une sphère ayant ce point pour centre, sont, après un 
nombre quelconque de réflexions ou réfractions, normaux à une même 
surface S. | 

Si l’on considère les rayons émanés de la source, intérieurs à un cône 
d'ouverture extrêmement petite entourant l’un d’eux £, l’ensemble de ces 
rayons formera, après un nombre quelconque de réflexions et réfractions, 
ce qu'on appelle un pinceau lumineux autour du rayon provenant de p, que 
nous continuerons à désigner par celte lettre. 


Dès lors, le théorème de Sturm, obtenu au n° 41, montre que si P est le 


point où le rayon 9 est normal à la surface S, les rayons du pinceau lumi- 
neux rencontrent très sensiblement les deux axes de courbure principaux 
de cette surface répondant au point P, auxquels, pour cette raison, les phy- 
siciens ont donné le nom de focales de Sturm. On voit (ainsi que le confirme 
l'expérience) que si l’on déplace un écran normalement au rayon pọ, l’image 
lumineuse se réduira sensiblement à un petit trait rectiligne (fragment de 
focale de Sturm) quand l'écran passera par chacun des deux centres de 
courbure principaux de S situés sur 9. 


53. Courbure propre d'une surface en un de ses points. — Gauss a fait 
remarquer que la définition de la courbure C d’une courbe plane pouvait 
être ainsi donnée : décrivant, dans le plan de cette courbe, un cercle -de 
rayon égal à 1, si les rayons de te cercle, parallèles aux normales aux 
extrémités de larc ds de la courbe, découpent sur le cercle l'arc ds,, on a 

; RAS 
GERM i 

Par une extension toute naturelle, Gauss a adjoint de même à toute sur- 
face une sphère de rayon 1; puis, ayant pris sur cette surface, autour d’un 
certain point M, un contour infiniment petit limitant une -aire do, il a 
considéré laire do, limitée sur la sphère par les rayons parallèles aux nor- 
males à la surface le long du contour infiniment petit (aire do, que l’on 
nomme l'ouverture du cône infiniment petit qui la découpe sur la sphère de 
rayon 1})et il a donné le nom de courbure totale de la surface, au point M 
considéré, à la quantité C, définie par 
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Il a fait, voir que cette limite, indépendante de la forme du contour 
infiniment petit tracé autour du point M, est donnée par l'expression 


( 41 — j 
PTS 


r, et r, étant les rayons de courbure principaux de la surface au point M. 


Cette courbure totale joue un rôle capital dans la théorie de la déformation 
des surfaces (!). 


D'un autre côté, si r et 7” sont les rayons de courbure de deux sections 
normales rectangulaires, la formule d’Euler [n° 49, formule (3)| montre 
immédiatement que l’on à 


résultat qui s'énonce en disant que la somme des courbures de deux sections 
normales rectangulaires en un méme point est constante et égale à la somme 
des deux courbures principales en ce point. 

La mathématicienne Sophie Germain a proposé de mesurer la courbure 
de la surface en un point par cette somme constante, ou mieux par la 
moyenne C,, de deux courbures rectangulaires, dite courbure moyenne de 


(1) Le problème de la déformation des surfaces ou, ce qui revient au même, la recherche 
des familles de surfaces applicables, sans déchirure ni duplicature, les unes sur les autres, 
constitue un des plus beaux chapitres de la géométrie supérieure. On en trouvera un déve- 
loppement complet dans les magistrales Lecons sur la théorie générale des surfaces de 
Darboux, où cet éminent géomètre a porté à un haut degré de perfection cette branche 
de nos connaissances, qui lui est, au reste, redevable d'importantes contributions. Ce Livre 
doit être lu de quiconque veut approfondir l'étude de la géométrie des surfaces. 

Bornons-nous à rappeler que, lorsque deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre, 
la courbure totale est la même aux points correspondants des deux surfaces. Cette 
propriété constitue pour l'applicabilité une condition nécessaire mais non suffisante, à 
moins que la courbure totale ne soit constante sur toute l'étendue de chaque surface 
(cas des surfaces applicables sur une sphère si C; > o, et des développables si C;=— o). Dans 
le cas général, il faut, en outre, que les lignes géodésiques (n° 62) se correspondent d'une 
surface à l’autre. 

Parmi les géomètres qui ont le plus contribué aux progrès de cette partie de la Science, 
on compte plusieurs anciens élèves de l'École : Ossian Bonnet, qui en fut Directeur des 
études; Bour, qui y occupa une des chaires de Mécanique; Ribaucour, mort ingénieur en 
chef des Ponts et Chaussées sans avoir jamais exercé d’autres fonctions professorales que 
celles de répétiteur à l'École pendant deux mois seulement (1873-1874), qui faisait de la 
science à ses heures de loisir, et que lon peut citer comme un des géomètres les plus 
originaux et les plus profonds de la période contemporaine. On trouvera quelques rensei- 
gnements sur l’œuvre scientifique de Ribaucour dans une Notice publiée dans le numéro 
de juillet 1913 du Bulletin de la Société des Amis de l'École Polytechnique. 
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la surface, et donnée par ` 


Cette courbure moyenne joue également un rôle des plus importants 
dans la théorie des surfaces (' ). 

Remarquons que la courbure totale est partout nulle pour une surface 
dont, en tout point, un des rayons de courbure principaux est infini (sur- 
faces développables), et la courbure moyenne partout nulle pour une sur- 
face ayant, en tout point, ses rayons de courbure principaux égaux et de 
signes contraires (surfaces minima ). 

Le géomètre italien Casorati (°) s’est proposé de définir pour les surfaces 
une certaine sorte de courbure qui ne fût nulle en tout point que pour le 
seul plan, de même que, dans le plan, la seule ligne dont la courbure soit 
nulle en tout point est la droite. Il a montré qu'il y avait un moyen de 
satisfaire à ce desideratum de la manière suivante : si, ayant tracé autour 
du point M de la surface un petit cercle d’aire do, on porte sur chaque 
rayon de ce cercle la longueur de l'arc du cercle de rayon 1 mesurant 


l'angle que la normale à l'extrémité de cé rayon fait avec la normale en M. 


et que l’on désigne par do, l'aire balayée par la longueur ainsi portée, on 


(1) Le problème le plus important où intervienne cette notion est celui de la recherche 
des surfaces minima, c'est-à-dire de celles qui, passant par un contour gauche donné, 
offrent, à l’intérieur de ce contour, une aire plus petite que celle enfermée par le même 
contour sur toute autre surface passant par lui. 

C’est Meusnier qui, en 1776, a fait voir qu'une telle surface jouit de la propriété d’avoir, 
en’chaque point, des rayons de courbure égaux et de signes contraires (points équilatères, 
n° 46), ou, ce qui revient au même, une courbure moyenne nulle. Ce brillant géomètre 
fit connaître, en outre, les deux premiers exemples de surface minima : la surface de vis à 
filet carré (n° 60 in fine) et l'alysséide ou caténoïde (n° 55), surface de révolution engen- 
drée par une chaînette tournant autour de sa base. I est d’ailleurs remarquable qu'on ait 
démontré,- depuis lors, que la première de ces surfaces est la seule surface réglée, et la 
seconde, la seule surface de révolution qui appartienne à la catégorie des surfaces minima. 

C'est également dans les Lecons de Darboux que l’on trouve un tableau complet de 
l’état de nos connaissances sur ce sujet au développement duquel O. Bonnet, Bour et 
Ribaucour ont également pris une part importante. 

Il est intéressant de noter que la nature, dont les lois semblent toujours se conformer à 
certaines conditions de minimum, permet de réaliser effectivement des surfaces minima. Le 
physicien belge Plateau a montré, en effet, qu'un contour constitué par un fil métallique 
fin, plongé dans un liquide glycérique, en ressort avec une éouche mince affectant la forme 
de la surface minima passant par ce contour, 

(2) Dans un Mémoire paru aux Acta mathematica, t. XIV, p. 95. 
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“#2, do y 
trouve que la limite C, de -° est donnée par 
do 


expression remarquable d’après laquelle on pourrait donner à la quan- 
tité C, le nom de courbure moyenne quadratique. On voit que C, n'est 
partout nulle qu'autant que l’on a, à la fois, en chaque point de la sur- 


I I 5 ` e a L4 
face, — = 0 et — —0, € est-à-dire que cette surface est un plan. Ce résul- 
1 2 
tat est très curieux, mais il ne semble pas, jusqu'ici, que cette courbure C, 
soit appelée à jouer un rôle analogue à ceux que remplissent C, ou C,, dans 
la théorie des surfaces. Remarquons, au reste, que ces trois quantités sont 
liées par la relation 
EVE Ce + C,. 
* 4 ( JET 2 


b. — LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE. ` 
4. — LIGNES DE COURBURE. 


54. Lignes de courbure. Développée d'une surface. Théorèmes de 
Joachimsthal. — La notion des lignes 'de courbure a été introduite dans 
la théorie des surfaces par Monge, en vue de faire connaitre la distribution 
des directions principales aux divers points d’une surface. Une ligne de 
courbure est, en effet, telle que la tangente en chacun de ses points coïn- 
cide avec une direction principale en ce point. En tout point de la surface il 
y a donc deux lignes de courbure se croisant à angle droit; autrement dit, 
les lignes de courbure forment, sur la surface, un réseau orthogonal dans 
lequel on distingue les systèmes (C,) et (C, ), chaque ligne de courbure C, 
étant orthogonale à toutes les C, et réciproquement. 

Si la surface n’a que des points elliptiques, les lignes de courbure de l’un 
des systèmes font connaître les directions de courbure maximum ; les autres, 
celles de courbure minimum. 

En un ombilic, la direction de ces courbures est indéterminée. [l est donc 
possible, en certains cas, qu'il passe par un tel point une infinité de lignes 
de courbure. 

La propriété fondamentale, caractéristique des lignes de courbure, pro- 
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priété qui sert souvent à les définir, consiste en ce que le lieu des normales, 
ou normalie, à la surface le long d’une ligne de courbure, est développable. 

Pour le démontrer, considérons, en un point M d’une telle ligne, la tan- 
gente MT, la- normale MN à la surface et la perpendiculaire MG au 
plan MTN, droite qui, étant perpendiculaire à MN, se trouve dans le plan 
tangent en M à la surface. 

La droite MG étant perpendiculaire à MT, direction principale, se con- 
fond, d’après le théorème de Dupin (n° 47), avec la caractéristique du plan 
tangent MTG. Elle engendre donc une développable et, puisqu'elle est 
constamment normale à la courbe (M), son arête de rebroussement cons- 
titue une développée de cette courbe. La normale MN qui fait avec elle un 
angle droit, constant par conséquent, admet donc, elle aussi (ainsi qu’on 
l’a vu au n° 44), une enveloppe, autre développée de (M), et'le théorème 
est démontré. 

La réciproque se démontre tout aussi facilement. 


Fig. 28. 


M 


En effet, si la normale MN a une enveloppe, lorsqu'on la fait tourner 
d’un angle droit autour de MT pour l’amener en MG dans le plan tangent, 
elle a encore (toujours en vertu de la propriété fondamentale des déve- 
loppées) une enveloppe, et se confond, par suite, avec la caractéristique du 
plan tangent. Cette caractéristique MG et la tangente MT, conjuguées par 
rapport à l’indicatrice, étant rectangulaires, se confondent nécessairement 
avec les axes de cette indicatrice. 

Nous savons, en outre, toüjours d’après ce qui a été vu au n° 44, que le 
point où MN touche son enveloppe est sur l'axe de courbure de la courbe (M) 
pour le point M. Cet axe est la perpendiculaire au plan osculateur, menée 
par le centre de courbure. Mais, d’après le théorème de Meusnier, cette 
perpendiculaire passe par le centre de courbure de la section principale 
contengnt MT. Donc, l'enveloppe des normales le long d’une ligne de cour- 
bure se confond avec le lieu des centres de courbure principaux correspondants. 

Puisque chaque ligne de courbure C, admet comme arête de rebrousse- 
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ment (y,) de sa normalie le lieu des centres de courbure principaux y, cor- 
respondants, si l’on considère toutes les lignes de courbure de même 
système que C,, les arêtes de rebroussement (+,) engendrent une surface X, 
à laquelle toutes les normales de la surface donnée S sont tangentes, 
puisque tangentes chacune à une courbe (y,) de cette surface. De même, 
les lieux (y,) des centres de courbure principaux répondant au second sys- 
tème (C,) de lignes de courbure engendrent une surface E, à laquelle toutes 
les normales de la surface S sont également tangentes. En somme, toutes 
ces normales ‘sont tangentes à la fois aux deux nappes È, et X, dont len- 
semble constitue la développée de S ('). 

Nous allons déterminer le plan tangent à cette développée en chacun des 
points y, et ya. Prenons, par exemple, le point y;. 

Lorsque la normale MN se meut en restant tangente à (y), elle engendre 
une certaine normalie développable ; comme elle reste, en outre, tangente 
à Z,, la développable qu’elle engendre est circonscrite à cette surface dont, 
par suite, le plan tangent en y, est le même que celui de cette développable 
le long de sa génératrice y, M. Mais ce plan tangent est déterminé en M par 
la génératrice y, M et la tangente MT, à la ligne C, que parcourt le point M ; 
c'est donc le plan principal NMT,. De mème, le plan tangent à E,, en ys, 
est confondu avec le plan principal NMT,. Ainsi : le plan tangent à la 
développée en chacun des centres de courbure principaux situés sur une même 
normale est le plan principal correspondant à l’autre. 

Remarquons d’ailleurs que ces plans tangents sont rectangulaires (°) et 
‘comme le plan NMT,, tangent à la développable dont y, est l’arête de 
rebroussement, est osculateur à cette arête en y,, où le plan tangent à la 
développée X, est NMT, (et de même par permutation), on voit que les 
courbes (Y, )et (Y) sont telles qu'en chacun de leurs points leur plan osculateur 
est normal à la développée de la surface. 

Remarquons enfin que, si le point M se déplace sur une courbe quel- 
conque à partir de M, la normale MN n'engendre plus une développable, 
mais puisqu'elle reste tangente à X, et Æ,, les plans tangents à la surface 
qu’elle engendre sont les mêmes que ceux de X, et X,, en y, et ya, c'est- 
à-dire MT, N et MT, N. On retrouve donc ainsi le théorème de Mannheim 
déjà rencontré au n° 51, savoir que les normalies correspondant à toutes les 


7 


(1) Les deux nappes de cette développée ne sont généralement pas algébriquement dis- 
tinctes. Parfois l’une d'elles se réduit à une courbe qui est alors rencontrée par toutes les 
normales, ainsi que nous le verrons plus loin (n° 55). 

(2?) La réciproque de ce théorème sera démontrée plus loin (n° 108). 
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lignes de la surface passant par M se raccordent aux centres de courbure 
principaux y, et y, situés sur la normale en M, le plan tangent commun, en 
chacun d'eux, étant le plan principal correspondant à lautre. 

Enfin le corollaire I du n° 22 permet de voir que la développée reste la 
mème pour deux surfaces parallèles et que, de l’une à l’autre, les lignes de 
courbure sont des courbes parallèles. 

Du fait que la normalie, le long d’une ligne de courbure, est dévelop- 
pable on peut tirer immédiatement d'importantes conséquences. 

Par exemple, si une ligne commune à deux surfaces est ligne de courbure 
sur chacune d'elles, les normalies aux deux surfaces le long de cette ligne 
étant développables, Vangle entre leurs génératrices en chaque point est 


Fig. 29. 


constant, d’après ce qui a été vu au n° 44, et, par suite, tout le long de leur 
nouvelle intersection les deux surfaces se coupent sous un angle constant. 

On voit de même que si deux surfaces se coupent sous un angle constant 
suivant une ligne qui est ligne de courbure pour l’une d'elles, elle l'est aussi 
pour l’autre. 

Ces théorèmes sont dus à Joachimsthal. 

Comme cas particulier de cette dernière proposition, on voit que, si une 
surface S' est circonscrite à S le long d’une ligne de courbure C de cette der- 
nière, cette surface S' admet également C comme ligne de courbure. On 
reconnaît là le théorème déjà obtenu à la fin du n° 46. 

Toute courbe tracée sur un plan ou sur une sphère pouvant être regardée 
comme une ligne de courbure de ce plan ou de cette sphère, on voit que, si 


ES 
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un plan ou une sphère coupe une surface S tout le long'd'une courbe C, sous 
un angle constant, cette courbe C est une ligne de courbure de S, et récipro- 
quement, que si une ligne de courbure C d'une surface S est plane ou sphé- 
rique, le plan ou la sphère qui contient C rencontre S. tout le long de cette 
ligne, sous un angle constant. 

55. Exemples de détermination géométrique de lignes de courbure. — 
Les théorèmes du numéro précédent permettent de déterminer géométri- 
quement les lignes de courbure de certaines surfaces ('). 

õn premier lieu, une surface développable ayant même plan, tangent 
tout le long de chacune de ses génératrices, et chacune de ces génératrices 
pouvant être regardée comme une ligne de courbure du plan tangent qui la 
contient, le second théorème de Joachimsthal (dans le cas particulier de 
langle nul) montre que ces génératrices constituent un système de lignes de 
courbure de la développable (°). Le second système, orthogonal au premier, 
est donc formé par les développantes de laréte de rebroussement de cette déve- 
loppable. 

Réciproquement, toute surface possédant un système de lignes de courbure 
rectilignes est une surface enveloppe de plans, c'est-à-dire une développable. 

Si la développable est une surface d’égale pente par rapport à l'horizon, 
son second système de lignes de courbure est donné par ses sections 
horizontales. 

Si c'est un cône, les lignes de courbure du second système, trajectoires 
orthogonales des génératrices, ne sont autres que les intersections de ce 
cône avec les sphères ayant leur centre en son sommet. 

On voit de mème que, si l'on considère une surface enveloppe de sphères, 
le cercle suivant lequel cette surface est touchée par chacune des sphères est 
une ligne de courbure de cette sur face, et réciproquement, que toute surface 
possédant un système de lignes de courbure circulaires est une surface enve- 
loppe de sphères. 

Si y, est le centre de la sphère variable décrivant une courbe (+,), on 
voit que toutes les normales à la surface le long du cercle de contact C, de 
la sphère et de la surface [situé dans un plan normal à la tangente à (y,) 


LA 


(1) On trouvera un autre exemple au n° 104. 
(?) Evident directement, la normalie correspondante étant un plan, donc développable. 
Même observation pour le théorème relatif aux surfaees enveloppes de sphères. 


WWW.rcin.org.pl 


ee 


OT TN EE a NT CR re et 
C4 CES : 


in buf 


LA 


108 PREMIÈRE PARTIE. — GÉOMÉTRIE PURE. 


en y,| passent par le centre y, qui constitue à lui seul la développée de la 
ligne de courbure C,. Le centre y,, est donc, à la fois, le centre de courbure 
principal pour toutes les sections normales tangentes au cercle C,. Par 
suite, en ce cas, la nappe X, de la développée de la surface se réduit à la 
courbe (Y,). Inversement, si l’une des nappes de la développée se réduit à 
une courbe (y,), le lieu des pieds M des normales à la surface issues de 
chaque point y, est tel que, lorsque le point M parcourt ce lieu, on a 
d(Y,M)= o0, c'est-à-dire que y, M est constant. La courbe (M) est dès lors 
la ligne de contact de la surface avec une sphère de centre y,, et la surface 
est bien une enveloppe de sphères. 

Parmi les cas particuliers les plus intéressants des surfaces enveloppes de 
sphères, on peut citer celles pour lesquelles le rayon de ces sphères a une 
valeur constante (surfaces canaux) et celles pour lesquelles le lieu (+,) des 
centres des sphères est une droite (surfaces de révolution). 

On voit ainsi que les surfaces de révolution admettent pour lignes de 
courbure : 1° leurs parallèles (cercles de contact avec les sphères enve- 
loppées) pour chaque point desquels le centre de courbure principal cor- 
respondant est le sommet du cône des normales; 2° leurs méridiens (qui en 
sont les trajectoires orthogonales) pour chaque point desquels le centre de 
courbure principal correspondant est celui du méridien lui-même (dont le 
plan est normal à la surface). 

Par exemple, le centre de courbure C en un point M d’une chainette 
étant le symétrique du point N où la normale rencontre la base de la chai- 
nette par rapport au point M, et les rayons de courbure principaux de la 
caténoide (dite aussi parfois alysséide), surface engendrée par la révolution 
de la chaînette autour de sa base, étant MC pour le méridien et MN pour le 
parallèle, on voit que ces deux rayons sont bien égaux et de signes con- 
traires, comme on l'avait annoncé dans le second renvoi du n° 53. 

De même, en chaque point d’un tore, le rayon de courbure principal 
correspondant au parallèle est la longueur de la normale limitée à l'axe, 
celui correspondant au méridien, le rayon du cercle méridien. 

Le tore est d’ailleurs à la fois une surface canal et une surface de révolu- 
tion ; ses lignes de courbure sont circulaires dans les deux systèmes. C’est 
un cas particulier de surfaces qui seront étudiées ci-après (n° 56). 

Considérons maintenant l'enveloppe des sphères osculatrices d’une 
courbe gauche quelconque (M). Chacune de ces sphères étant tangente à 
cette courbe au point M correspondant, sa caractéristique passe par ce 
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point; d'autre part, cette caractéristique est dans un plan perpendiculaire 
à la tangente au lieu du centre de la sphère, tangente qui n’est autre que 
l'axe de courbure (n° 43). I s'ensuit que ladite caractéristique n’est autre 
que la section de la sphère osculatrice par le plan osculateur, donc le 
cercle osculateur. Ainsi, les cercles osculateurs sont lignes de courbure de 
l'enveloppe des sphères osculatrices, et, conséquemment, la courbe (MY est 
l’arête de rebroussement de cette enveloppe. 

Il est très remarquable que l'inversion conserve les lignes de courbure. 
Voici une démonstration de ce théorème due à M. Réveille : 

Toute sphère c passant par un couple de points inverses M et M’ des 
surfaces S et S' se transforme en «elle-même, et, si elle est tangente à S 
en M, elle l’est aussi à S’ en M’. Si les points M et M' parcourent les 
courbes correspondantes C et C’ sur S et S’, la sphère 5 qui reste tangente 
à ces surfaces le long de ces courbes a une enveloppe Ÿ qui se raccorde 
avec S et S’ respectivement le long de C et de C’. Les cercles caractéris- 
tiques F de 5 sont les lignes de courbure de ÈX. Si C est une ligne de cour- 
bure de S, elle l’est aussi de E, en vertu du théorème de Joachimsthal; 
donc elle est orthognale aux cercles T, et, comme ceux-ci se transforment 
en eux-mêmes, ils le sont aussi, par inversion, à C’, et cette courbe est ligne 
de courbure de X}; donc aussi de S'en vertu du même théorème. 

De plus, les normales à S et S'en M et M’ étant dans un mème plan 
passant par le pôle O de l'inversion, leurs points caractéristiques sont 
situés sur la caractéristique de ce plan, qui passe par O; or, ces points 
caractéristiques sont les centres de courbure principaux correspondants 
de S et S'; ces centres de courbure sont donc alignés sur O. 

A titre d'exemple, considérons la surface S engendrée par un cercle qui 
passe par deux points fixes A et B, et dont le rayon varie d’une façon quel- 


conque. Si nous effectuons une inversion de pôle A et de puissance AB, 
nous obtenons pour S'un cône de sommet B dont les génératrices sont les 
inverses des cercles de S, et comme ces génératrices sont des lignes de 
courbure pour S’, il en est de même de ces cercles pour S. Le second sys- 
tème des lignes de courbure de S’ est donné par les intersections de ce cône 
avec les sphères de centre B. Toutes ces sphères coupent orthogonalement 
le plan mené perpendiculairement à AB en B, qui a pour inverse la sphère 
de diamètre AB. Le second système des lignes de courbure de S est donc 
formé par les intersections de cette surface avec les sphères orthogonales à 
la sphère de diamètre AB, ayant leurs centres sur AB. 
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56. Cyclides de Dupin. — Une cyclide de Dupin (') est une surface dont les 
lignes de courbure sont circulaires dans les deux systèmes, et qui, par suite, 
est doublement une enveloppe de sphères. En chaque point de la surface, 
une sphère de l’un et une sphère de l’autre système sont tangentes à cette 
surface. On en déduit que chaque sphère de l’un des systèmes touche toutes 
celles de l’autre. Or, trois quelconques des sphères de ce second système 
suffisent à déterminer l’ensemble de celles qui leur sont tangentes. Il suit 
de là que toute cyclide peut être regardée comme l'enveloppe des sphères tan- 
gentes à trois sphères données. | 

Les nappes de la développée d’une cyclide se réduisent aux courbes lieux 
des centres y, et y, des sphères des deux systèmes. Les cônes de normales I, 
ayant pour sommets les points y, passent tous par la courbe (y,) qui ne 
peut être ni une biquadratique gauche, car, par une telle courbe, ne passent 
que quatre cônes du second ordre, ni une cubique gauche, car elle passerait 
alors par les sommets y, de tous les cônes F, et se confondrait dès lors 
avec (y, ). Cette courbe (Y,) ne peut donc être qu’une conique, et, puisque 
tous les cônes F, sont de révolution, (+, )est focale de cette conique. Autre- 
ment dit, les courbes (Y,) et (y,) sont deux coniques focales l’une de l'autre 
(situées dans deux plans rectangulaires et telles que les sommets de chacune 
d'elles coincident avec les foyers de l’autre). 

Si l’on transforme par inversion une surface dont les deux systèmes de 
ligues de courbure sont circulaires, on obtient une surface jouissant de la 
mème propriété. Autrement dit : l'inverse d'une cyclide de Dupin est une 
cyclide de Dupin. On peut d’ailleurs toujours faire en sorte que cette cyclide 
transformée soit un tore. Soient, en effet, S,, S, S, les trois sphères fixes 
auxquelles restent tangentes les sphères X dont l'enveloppe est la cyclide 
considérée. Le plan diamétral commun de ces trois sphères les coupe sui- 
vant trois cercles admettant un cercle orthogonal commun PI, qui a pour 
centre leur centre radical; ce cercle F est également orthogonal aux trois 
sphères. Si l’on prend dès lors le pôle de l'inversion en un point quelconque 


(1) Cette surface, découverte par Dupin, est une quartique admettant ombilicale comme 
ligne double; une étude approfondie des quartiques de cette espèce a été faite par 
M. Georges Humbert (Journal de l'École Polytechnique, 55° cahier). La cyclide est 
anallagmatique (transformable en elle-même par inversion). C’est d’ailleurs la seule surface 
dont les deux nappes de la développée se réduisent à des courbes. On trouvera dans les 
Nouvelles Annales de Mathématiques de 1912 (p. 49, 97 et 156) une intéressante étude de 
M. Fouché dans laquelle il établit par la pure géométrie un grand nombre de propriétés de 
systèmes triples orthogonaux (n° 58) uniquement composés de cyclides de Dupin. 
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de ce cercle, les sphères S,, S., S, se transforment en sphères S', S', S; 
orthogonales à la droite A transformée de F, dont ayant leurs centres sur 
cette droite A. La surface transformée de la cyclide est done l'enveloppe de 
sphères X tangentes aux trois sphères S‘, S°, S; et l'on voit bien aisément 
que ces sphères £’ont-pour enveloppe un tore d’axe A, ce qui établit la pro- 
position énoncée. Toute cyclide de Dupin est donc ainsi, et d’une infinité de 
façons, l'inverse d'un tore. 


57. Torsion géodésique. — Si M et M’ sont deux points infiniment 
voisins appartenant à une courbe (M) tracée sur une surface S, Joseph 
Bertrand a appelé déviation le long de l'élément MM’ l'angle dY que la 
normale M'Z' en M’ à la surface fait avec le plan déterminé en M par la 
normale MZ à la surface et la tangente MT à la courbe (M). 

Si ds représente la différentielle de l'arc de cette courbe en M, la limite 


dy 


du rapport =; que nous désignerons par G est ce que Bertrand a appelé la 
torsion dre en M de la courbe (M) considérée comme appartenant à 
la surface S. Il en a fait connaître l'expression | 
(1) g=( 2) sin Q COS9, 

FE 
où r, et r, désignent, comme précédemment, les rayons de courbure prin- 
cipaux de S en M, ọ l'angle que la tangente à (M) fait avec la première 
direction principale en ce point. 

Pour obtenir cette formule, il suffit, comme au n° 51, de remarquer que, 
dans une région infiniment petite considérée autour du point M, les nor- 
males se confondent aux infiniment petits du second ordre près, avec celles 
du paraboloïde 


Donc, à ce degré d’approximation, on peut prendre, comme cosinus direc- 
teurs de la normale en M, les nombres (*) 


(1) Chacun de ces nombres devrait être divisé par la racine carrée de la somme de leurs 
LA ] 


carrés, c’est-à-dire multiplié par un facteur de la forme (1-+ €) ?, €» san un infiniment 
petit du second ordre, c'est-à-dire par un développement de la forme 1 — — +... (termes 


dont l'ensemble est du quatrième ordre), ou, £, étant négligeable par Free ap unité, par 1. 
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D'autre part, les cosinus directeurs de la normale au plan TMZ sont 


— Sin Q, coso. 0. 


Dès lors, en écrivant l'expression de sin dọ} et remplaçant ce sinus par dọ 
qui n’en diffère que d’un infiniment petit du troisième ordre, on a 
æ sing ' COSO 1 “A, Does 
dy => cheat ST LET =(> — 2) sing coso ds, 
ri To Ty ri 4 
d’où, en divisant par ds, la formule (1). 

Cette formule montre immédiatement qu’en tout point d'une ligne de 
courbure on a G = 0,et réciproquement; puis que, pour deux lignes se croi- 
sant à angle droit sur la surface, on a, entre leurs torsions géodésiques G 
et G', en leur point de rencontre, 


(2) G+g'—o. 


Menons maintenant, par le centre O de la sphère de rayon 1, les paral- 
lèles Oz, On, Ob aux arêtes du trièdre attaché en M à la courbe (M). La 


Fig. 30, 


7l 


parallèle menée par O à la normale en M à la surface S rencontre cette 
. sphère en un point z situé sur le grand cercle bn; et comme ce grand cercle 
a son pôle en £, il est coupé orthogonalement par le grand cercle 13. 
Si la parallèle à la normale à S, au point infipiment voisin M’ situé 
à sur (M), perce la sphère en z', l'arc de grand cercle z'z,, orthogonal au 
| grand cercle 31, mesure la déviation d} en M. Menons maintenant par z’ 
larc de grand cercle z's, orthogonal au grand cercle bn. En vertu de la 
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formule (2) du n° 22, on a 


car on a vu (n° 32) que la courbe (b) est tangente en b au grand cercle bn. 

Or, bz est le complément de zn qui mesure l'angle w de la normale en M 
à S avec le plan osculateur de la courbe (M) en ce point; par suite, 
d(bz)=— do. 

D'autre part, d(b)= dn, angle de torsion de la courbe (M). 

Enfin, le quadrilatère 33,2, 3,, pouvant, aux infiniment petits du troi- 
sième ordre près, être regardé comme rectiligne, et ayant en z, 3, et 3, ses 
angles droits, est, à ce degré d’approximation, un rectangle, et l’on a 


2, 6,52 = dd. 


Par suite, légalité précédente peut s’écrire 
- do — dy — dr, 
d’où, en divisant par ds, on Lire la formule d’Ossian Bonnet 
: CAE | 
3 J= — — 
( 4 ri ds 


esn 


= 
r, étant le rayon de torsion de la courbe (M) ('). Pour une seconde surface S, 
passant par (M), on aura de mème 


1 dé, 


= — - 
ri ds > 


d'où, par soustraction, en remarquant que w, — w est égal à l'angle V sous 
lequel les surfaces S et S, se coupent en M, 


/ EG = —— 
(4) 74i Ja ds 


Si donc V est constant tout le long de (M) G = G, en tout point de cette 
ERA 
pi Le Q 

On retrouve ainsi le théorème de Joachimsthal, obtenu à la fin du n° 54, 


par une autre voie. ° | 


58. Systèmes triples orthogonaux. Théorème de Dupin. Lignes de cour- 


r 


bure des quadriques. — Les formules (2) et (4) vont nous permettre d’éta- 


(1) Le principe de cette démonstration a été imaginé par les élèves Baumgartner et 


indépendamment l’un de l’autre. 


Debayser, de la promotion 1922, 


D'OCAGNE. 15 
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blir un théorème capital dû à Charles Dupin et relatif aux systèmes triples 
orthogonaux. 

Voici ce qu'il faut entendre par là : Soient (S,), (S:), (S:) trois familles 
(systèmes æ') de surfaces se coupant deux à deux suivant des courbes que 
nous désignerons par C,,, Cs, C:,. Sile long de chacune de ces courbes C;;, 
les surfaces S; et S; auxquelles elles appartiennent se coupent partout à 
angle droit, l’ensemble de ces trois familles de surfaces constitue un système 
triple orthogonal. Convenons de représenter par G;;, la torsion géodésique 
en un point de la courbe C;;, la même qu’elle soit considérée sur S; ou S,, 


5 $ + AY | 
en vertu de la formule (4) ci-dessus, puisque ici 7 = 0: 


Au point M commun à des surfaces S,, S., S,, les tangentes aux 
courbes Ci», Cas, Ca, forment un trièdre trirectangle; d’où l’on déduit, en 
vertu de la formule (2), que 


o n o Ca ni ! d pe 4 D D — 
Hiz t ss — O; Gai + Fia == 0; Gar T Cox — 0: 


Ces trois équations montrent immédiatement que tous les G;; sont nuls 
et, par suite, que chaque courbe C;; est une ligne de courbure à la fois pour 
les surfaces S; et S;, ce qu'on peut énoncer ainsi : les intersections mutuelles 
des surfaces prises d’une famille à l’autre d'un système triple orthogonal soht 
les lignes de courbure de ces surfaces ('). 

Ce beau théorème fait immédiatement connaître un mode élégant de 
détermination des lignes de courbure des quadriques. Toute quadrique 
appartient, en effet, à un système homofocal cônstitué par trois familles 
particulières (ellipsoïdes, hyperboloïdes à une nappe, hyperboloïdes à 
deux nappes) telles que, d’une famille à l’autre, les surfaces se coupent à 
angle droit tout le long de leur commune intersection. Ces trois familles 
forment donc un système triple orthogonal, et le théorème de Dupin montre 


(1) On peut remarquer que toute surface, prise avec toutes celles qui lui sont parallèles 
donne naissance à une famille entrant dans un système triple orthogonal dont les deux autres 
familles sont formées par les normalies développables communes à toutes ces surfaces paral- 
lèles. Comme, par inversion, un tel système se transforme en un autre également triple 
orthogonal, on en déduit une nouvelle preuve de la conservation des lignes de courbure par 
inversion. i 

L'élève Pétry, déjà cité au n°17, a, de plus, fait observer que le même mode de raisonne- 
ment s'applique à toute transformation qui conserve les angles. Une telle transformation 
fait donc correspondre à toute sphère, dont toutes les lignes sont de courbure, une surface 
offrant le même caractère, c'est-à-dire une autre sphère. Cette transformation, en vertu de 
ce qui a été vu au n° 17, appartient donc au groupe isogonal, et le théorème de Liouville, 
énoncé à cet endroit, est établi. 
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que les lignes de courbure d’une quelconque des surfaces du système sont 
données par ses intersections avec toutes les surfaces des deux familles 
auxquelles elle n'appartient pas ('). 


8. — AUTRES LIGNES TRACÉES SUR LES SURFACES. 


59. Lignes asymptotiques. — Il est tout naturel d'envisager sur les sur- 
faces les lignes en tout point desquelles le plan osculateur (qui a, avec la 
courbe, en ce point, le contact le plus intime) se confond avec le plan tan- 
gent à la surface (qui a aussi, avec la surface, le contact le plus intime). 

Le plan tangent à la surface étant confondu avec le plan osculateur à la 
courbe, sa caractéristique est celle même de ce plan osculateur, c'est- 
à-dire la tangente à la courbe. Il en résulte que la direction de la tangente 
et celle de la caractéristique du plan tangent sont confondues, et, comme 
elles sont conjuguées par rapport à l’indicatrice, que cette direction unique 
est celle d’une asymptote de cette indicatrice. Toutes les tangentes à 
chacune des lignes cherchées se confondent donc avec une asymptote de 
lindicatrice au point considéré. Dupin, qui les a envisagées le premier, 
a proposé de leur.donner le nom, aujourd’hui classique, de lignes asymp- 
totiques. 

Ces lignes sont donc réelles lorsque les asymptotes de l’indicatrice le 
sont; c’est-à-dire lorsque les points de la surface sont hyperboliques, ou que 
la surface est à courbures opposées (n° 46). 

On peut remarquer que, dans le cas des lignes asymptotiques, la déter- 
mination de la courbure par le théorème de Meusnier devient illusoire 
puisque ici le rayon de courbure de la section normale étant infini, et l'angle 


` r ` T à 2 
du plan osculateur avec cette normale égal à z? l'expression du rayon de 


courbure, donnée par le théorème de Meusnier, prend la forme o x æ. Mais 
le géomètre italien Beltrami a démontré par l'analyse que le rayon de cour- 
bure en un point d'une ligne asymptotique est égal aux deux tiers du rayon de 


(1) On trouvera plus loin (n° 67) un autre mode de génération des lignes de courbure de 
l’ellipsoïde. Ces lignes de courbure, étant, d’après le théorème ci-dessus, des biquadratiques 
gauches, se projettent sur les plans principaux de la quadrique suivant des coniques. Ces 
coniques sont inscrites dans le losange formé par les tangentes à la section principale 
correspondante, menées par les ombilics situés sur cette section. On trouvera une 
démonstration géométrique de ce théorème dans les Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences (t. 172, 1921, p. 1640). 
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courbure, en ce point, de la branche de l'intersection de la surface par son 
plan tangent, à laquelle elle est tangente (*). 


Remarque (?). — Si la surface considérée a tous ses:points paraboliques, 
donc, en chacun d’eux, une indicatrice constituée par un couple de lignes 
parallèles, la génératrice de la développable circonscrite à cette surface le 
long d’une de ses asymptotiques devant avoir pour conjuguée la direction 
de la tangente à cette asymptotique, est indéterminée, puisque, par rapport 
à ce système de deux droites parallèles la propriété existe pour une droite 
de direction quelconque dans le plan tangent. Ce plan tangent appartient 
donc tout entier à cette développable circonscrite qui, dès lors, se confond 
avec lui. La surface possédant un système simplement infini de lignes 
asymptotiques a donc un système simplement infini de plans tangents la 
touchant chacun tout le long d'une de ces lignes; c'est donc une enveloppe 
de plans dépendant d’un seul paramètre, autrement dit une développable. 


60. Exemples de détermination géométrique de lignes asymptotiques. 
— Toute droite située sur une surface constitue une asymptotique de cette 
surface, attendu que toute section normale menée par cette droite ayant un 
rayon de courbure infini, celle-ci est, en chacun de ses points, asymptote à 
lindicatrice correspondante. 

Il suit de là que, sur une surface réglée, les génératrices rectilignes consti- 
tuent un premier système d ‘asymptotiques. On démontre par l’analyse que la 
détermination des asymptotiques du second système dépend d’une équation 
de Riccati, d’où l’on déduit que le rapport anharmonique des points de ren- 
contre de quatre aymptotiques quelconques de ce second système avec chaque 
génératrice est constant (*). 

Si la surface réglée est du second degré, comme elle possède deux sys- 
tèmes de génératrices rectilignes, ces deux systèmes constituent tout l'en- 
semble des asymptotiques de la surface. 

Si la surface est développable, ses génératrices se confondant, en chacun 


-— 


(1) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1865, p. 258. Une élégante démonstration 
géométrique de ce théorème a été donnée par l'élève Pierre Copel de la promotion 1925 
(C.R. de VAc. des Sc., t. 182, 1926, p. 673) qui, par le même mode de démonstration, a 
démontré cet autre théorème : le rayon de courbure de la section d'une développable 
par un de ses plans tangents en son point de contact avec Llarête de rebroussement 
est égal aux trois quarts du rayor de courbure de cette arête en ce point. 

(?) Communiquée par l'élève G. Cahen, de la promotion 1923. 
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de leurs points, avec la direction asymptotique double de la surface, ces 
génératrices constituent elles-mêmes un système double d’asymptotiques 
pour cette développable. 

Voici maintenant un exemple de surface réglée dont le second système 
d’asymptotiques se détermine aisément ('). Il s'agit du lieu des normales à 
un cylindre circulaire le long d’une hélice tracée sur ce cylindre, surface 
qui est celle de la vis à filet carré (2). 

Soit M un point parcourant cette hélice; s'il s'élève de la quantité 3 dans 
le sens de l'axe quand le rayon qui y aboutit tourne de l'angle ©, on sait 
(n° 38) que z — how. Or, pour tout autre point M’ marqué sur le rayon du 
point M, z et w sont les mêmes. Par suite, ce point M’ décrit une hélice de 
même pas réduit que celle du point M. On voit ainsi que les intersections 
de la surface de vis à filet carré avec des cylindres circulaires de même axe 


que celui qui porte l’hélice directrice sont des hélices toutes de même pas. 


in chaque point de la surface,.le plan tangent est déterminé par la tangente 
à l'hélice et la génératrice rectiligne, c’est-à-dire la normale au cylindre sur 


lequel se trouve cette hélice; or, ce plan se confond avec le plan osculateur 


à l’hélice (n° 36). Donc, chacune de ces hélices est une asymptotique de la 
surface. Les deux asymptotiques (hélice et normale au cylindre) étant 
orthogonales en chaque point, lindicatrice est équilatère ; la surface appar- 
tient donc bien à la catégorie des surfaces minima, comme il a été dit plus 
haut | note (') de la page 102]. 

Nous signalerons enfin l'existence d’une importante transformation de 
contact due à Sophus Lie (*), qui, à toutes les droites de l’espace, fait 
correspondre toutes les sphères et qui jouit de cette importante propriété 
qu'aux lignes asymptotiques d'une surface définie dans le premier espace elle 


fait correspondre les lignes de courbure de leurs trans formées dans le second. 


Par là, la détermination des lignes asymptotiques et celle des lignes de 
courbure sont ramenées à un même problème. 


61. Systèmes conjugués. — Deux systèmes de lignes tracées sur une 
surface, tels que les tangentes aux deux lignes, prises dans l’un et l’autre 
système, qui passent en chaque point de la surface soient conjuguées par 


(1) On trouvera un tel autre exemple au n° 76. 

(2) Voir n° 80. 

(3) Au sujet de cette transformation voir le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique; 
de M. G. Humbert (Gauthier-Villars, 1903), t. I, p. 106. 
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rapport à l’indicatrice répondant à à ce point, sont dits des systèmes conju- 
gués. 

Le théorème de Dupin (n° 47) montre que les tangentes aux courbes de 
l'un des systèmes, en leurs points de rencontre avec une quelconque des courbes 
de l’autre, engendrent une développable. 

Les deb systèmes de lignes de courbure sont conjugués et les seuls qui 
soient en même temps or PRET 

Chaque système de lignes asymptotiques est son propre conjugué puisque, 
en chacun de ses points, la tangente à une telle ligne est à elle-même sa 
propre conjuguée. 

On peut, sur toute surface, engendrer une infinité de réseaux conjugués, 
par application d’un FREE de M. Kœnigs consistant en ce que le système 
des sections pratiquées dans une surface par des plans passant par une droite 
quelconque est conjugué de celui des courbes de contact des cônes circonscrits à 
celte surface et ayant leurs sommets sur cette droite. Ce théorème est d’ailleurs 
une conséquence immédiate du théorème de Dupin sus-visé. 

. Soit, en effet, z une de ces sections planes. La tangente en tout point M 
de 7, étant dans un plan mené par D, rencontre cette droite en un point A. 
Elle appartient donc au cône de sommet A circonserit à la surface, et si F 
est la courbe de contact de ce cône et de la surface, la tangente en M à Fest 
conjuguée de MA, ce qui établit la proposition. 

Les propriétés relatives aux directions conjuguées subsistant pour une 
transformation homographique quelconque, il en résulte qu’une telle trans- 
formation conserve les systèmes conjugués, et, en particulier, les lignes 
asymptoliques. 


62. Lignes géodésiques. — Après les lignes pour lesquelles l'angle du 
plan osculateur avec la normale à la surface est partout égal à un droit, il 
est naturel d'envisager celles pour lesquelles cet angle est nul en chaque 
point. Ces lignes sont dites des géodésiques de la surface. Mais alors qu'il 
n’y a que deux asymptotiques en tout point de la surface, il y passe une 
infinité de géodésiques, puisque par chaque tangente à la surface en ce 
point passe un plan normal qui peur être pris comme plan osculateur à une 
géodésique distincte. 

La propriété fondamentale des géodésiques consiste en ce qu'entre deux 
de ses points une telle ligne constitue le plus court chemin sur la surface. 

Ce théorème est d'ailleurs sujet à quelques restrictions; par exemple par 
deux points d’un cylindre passent une infinité d’hélices qui, toutes, sont des 
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géodésiques de ce cylindre; une seule d’entre elles constitue, bien entendu, 
le plus court chemin sur la surface entre les deux points. La discussion 
complète de la question repose sur des considérations délicates de calcul des 
variations, sans le secours desquelles elle ne saurait être traitée en toute 
rigueur. 

Toutefois on peut aisément se rendre compte que la propriété du mini- 
mum de longueur, qui a lieu pour chaque arc infiniment petit considéré sur 
la géodésique, entraine l’orthogonalité du plan osculateur, en chaque point, 
à la surface; si, en effet, l'arc MM’ de longueur ds a une corde de lon- 
gueur dl, on sait, par l'analyse, que la partie principale de la diffé- 


; RRA j all? > 
rence ds — dl, qui est du troisième ordre, est donnée par zp " étant le 


4r? 
rayon de courbure. Donc, pour des points M et M’, et par suite un 4&4, 
donnés, cette différence sera minimum lorsque r sera maximum, ce qui, 
d’après le théorème de Meusnier, aura lieu lorsque le plan osculateur mené 
par MM’ contiendra la normale en M à la surface. 

Il résulte de cette propriété fondamentale qu'un fil tendu entre deux 
points d’une surface, du côté de la convexité de cette surface, se dispose 
suivant une géodésique, et, plus particulièrement, que toute génératrice 
rectiligne d’une surface est une géodésique ("). i 

On voit aussi que, si une surface est dévelôppable sur un plan, toutes ses 
géodésiques se transforment par développement en lignes droites. On 
retrouve ainsi le théorème énoncé à la fin du n° 42, qui, de cette façon, se 
trouve rattaché à la propriété fondamentale des géodésiques. Si lon se 
reporté maintenant aux n° 43 et 44, on voit que les propositions qui y sont 
énoncées in fine reviennent à dire que toute courbe gauche est une géodésique 
de sa surface rectifiante et que ses développées sont des géodésiques de sa 
surface polaire. 

De mème, le théorème sur les développées des lignes de courbure, ren- 
contré au n° 54, revient à ceci : les arêtes de rebroussement des normalies 


. développables le long des lignes de courbure d'une surface | courbes (+;) 


ou (Y+) du n° 54] sont des géodésiques de la développée de cette sur face. 


(1) On a vu précédemment que toute génératrice rectiligne est aussi une asymptotique; il 
semble qu'il y ait là contradiction car, si w est langle du plan osculateur et du plan normal 


2 4 RAA à T 
à la surface, une géodésique est caractérisée par w — 0 et une asymptotique par w= -j 
2 


mais il convient de faire remarquer que, dans le cas d’une droite, le plan osculateur est 
indéterminé. 
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63. Aperçu sur la géométrie des géodésiques. — Le fait qu'elles consti- 
tuent les plus courts chemins entre leurs points sur une surface fait pres- 
sentir que les géodésiques jouent, dans la géométrie sur une surface, un 
rôle analogue à celui des lignes droites dans la géométrie plane. Et, en 
réalité, nombre de propositions relatives aux droites d’un plan s'étendent 
aux géodésiques d’une surface; mais, pour établir ces propositions en toute 
rigueur, le secours de l'analyse est indispensable ("). 

Nous ne pouvons songer ici à nous engager dans une telle voie qui nous 
entrainerait beaucoup trop loin. Nous énoncerons toutefois quelques propo- 
sitions fondamentales dé cette théorie des géodésiques, en les justifiant 
sommairement par quelques simples considératious géométriques. 

Il faut tout d’abord admettre comme un fait établi par l'analyse qu’une 
géodésique est entièrement déterminée par un point et la tangente en ce 
point (de même qu'une droite l’est, dans le plan, par un point et sa direc- 
tion), et aussi qu'il ne passe, en général, qu'une géodésique par deux points 
donnés sur une surface; cependant l'exemple des hélices, déjà cité au 
numéro précédent, montre qu'il n’en est pas toujours ainsi; mais l'analyse 
permet de prouver (et c’est là l'essentiel quant à l'assimilation avec les 
droites) que, pour une longueur inférieure à une limite déterminée, portée 
sur Chaque géodésique à partir du point M, il ne passe par le point M et 
l'extrémité de cette longueur, sur la surface, aucune ligne de moindre 
longueur. 

Les propriétés que nous avons ici en vue, dont les deux premières ont été 
données par Gauss, sont les suivantes : 


l. Si, sur toutes les géodésiques issues d'un même point, on porte des arcs 
égaux, le lieu des extrémités de ces arcs est une courbe normale à toutes ces 
géodésiques. š 

Fig: 31. 


P M, 
M M’ 


Soient en effet, PM et PM’ deux géodésiques infiniment voisines sur 
lesquelles nous prenons les arcs égaux PM et PM’. Si larc infiniment 
petit MM’ du lieu de M n’était pas normal à PM et PM’, l’un des angles 


(1) On peut, à ce propos, se reporter au Chapitre IV du Livre V des Leçons sur. la 
théorie générale des surfaces de Darboux. 
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faits par cet arc avec les géodésiques, celui en M, par exemple, serait 
obtus, l’autre, en M’, aigu. Menons alors par M l'arc de géodésique MM, 
orthogonal en M à MM’. Dans le triangle infiniment petit MM, M’, 
assimilable, aux infiniment petits du troisième ordre près, à un triangle 
plan, on a MM, <M, M. Donc, on aurait PM +M,M < PM! ou PM 
(égal à PM" par hypothèse), ce qui ne peut être puisque PM, arc de 
géodésique, est le plus court chemin entre P et M. On en conclut que MM’ 
est nécessairement orthogonal en M à PM. 

Le lieu de M ainsi obtenu pourrait être appelé une circonférence géodé- 
sique | pour éviter toute confusion avec les courbes distinctes de celles-ci, 
auxquelles M. Darboux (/oc. cit., t. I, p. 151) a proposé de donner le nom 
de cercles géodésiques |. 


> 
è 


, H. Si, sur chacune des géodésiques normales à une courbe quelconque 
tracée sur la surface, on porte des arcs égaux, le lieu des extrémités de ces arcs 


est une courbe également normale à toutes ces géodésiques. 


Soient PM et P'M' deux arcs de géodésiques infiniment voisins, égaux 
entre eux, normaux à la courbe (P) en P et en P’. Tirons la géodé- 


Fig. 32. 


(P) 


M’ 


sique MP’ et portons sur cette courbe l'arc MP, égal à MP. D'après le 
théorème précédent, larc PP, de circonférence géodésique, orthogonal 
en P à MP, est tangent à (P). 

Donc l'arc P, P’ est infiniment petit du second ordre. Il en résulte que la 
différence P'M — P'M' est elle-même du second ordre, par suite que la 
circonférence géodésique de centre P'et de rayon P'M' est tangente en M' 
à la courbe ( M) et, par conséquent, que cette courbe est orthognale en M’ 
à P'M'. 

La courbe (M) ainsi obtenue est dite parallèle à (P). 

Si l’on remarque que les courbes (P) et (M) sont des trajectoires ortho- 
gonales du système des géodésiques PM et que, par un point M ne passe 


D'OCAGNE. 16 
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qu'une seule de ces trajectoires orthogonales, on déduit de là ce corollaire 
que deux trajectoires orthogonales quelconques d'un système æ' de géodésiques 
sur une surface déterminent sur toutes ces géodésiques des arcs égaux entre 
eux. 


© IM. La formule (2) du n° 22 faisant connaitre la variation de longueur 
. d’un segment de droite sur un plan est applicable à la variation de longueur 
d'un segment de géodésique sur une surface. 
Soient MP et M'P' deux positions infiniment voisines de ce segment de 
géodésique. Menons par M’ et P’ les arcs de trajectoires orthogonales M'M, 
et P'P,. 


Fig. 33. 


D'après le corollaire du théorème précédent, on a M'P'—M,P,. 


Donc, 
d(MP)=M,P,— MP 
— PP: MM, 


et comme les triangles MMM, et PP'P, peuvent ètre assimilés à des 
triangles plans 
d(MP )= d{(P )cosP, PP'— 4{(M )cosM, MM. 


IV. Si la somme ou la différence des distances géodésiques d'un point M, 


Fig. 34. 


P 


varıable sur une surface, à deux points fixes P et Q de cette surface, reste 
constante, la tangente à la courbe (M) que décrit ce point est la bissectrice 
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extérieure ou intérieure de l'angle que font entre eux les arcs géodésiques PM 


et QM. 


On a, en effet, dans le cas de la somme constante, 


d(PM)+ d(QM)—o 
ou, d’après le théorème précédent, 


d(M) cosQ,MM'+ d(M) cosP,MM'— 0, 


c’est-à-dire 
Q,MM'+ P,MM'= 7x, 


ce qui établit la proposition énoncée. 
Le même calcul, pris à l'inverse, montre réciproquement que, si la tan- 
gente en M est bissectrice extérieure de l'angle de PM et QM, on a 


PM + QM = const. 


Démonstration anélogue pour le cas de la différence constante. 

Les courbes (M), correspondant à l’une ou à l’autre de ces hypothèses, 
peuvent être dites, d'après Darboux, des ellipses ou des hyperboles géo- 
désiques ayant les points P et Q pour foyers géodésiques. 


b. — ÉTUDE SPÉCIALE DES GÉODÉSIQUES DE L'ELLIPSOIDE 


64. Détermination des géodésiques d'un ellipsoïde. — [Imaginons sur 
l’ellipsoide [M] une ligne (M) telle que la tangente en chacun de ses points M 
soit tangente à une certaine quadrique [P] homofocale à [M] ('). Cette tan- 
gente engendre une développable circonserite à [P ] le long de la ligne (P) 
que parcourt son point de contact P avec cette quadrique. Son plan tan- 
gent le long de la génératrice MP se confond donc avec le plan tangent 
à [P]en P; mais ce plan tangent à la développable n’est autre (n° 39) que 
le plan osculateur en M à son arête de rebroussement (M), et comme, 
d’après un théorème démontré précédemment (n° 14), le plan tangent à [P] 
en P est perpendiculaire au plan tangent à |M] en M, on peut dire que le 


(1) De telles lignes existent bien car, en chaque point M, la tangente est déterminée 
comme l’une des génératrices du cône de sommet M circonserit à | P |, situées dans le plan 
tangent à [M] en M; autrement dit, ces lignes sont les intégrales d'une certaine équation 
différentielle du premier ordre entre les coordonnées servant à définir la position de M 
sur [M]. | 
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plan osculateur en M à la courbe (M) est normal en ce point à l'ellip- 
soïde [M]. Cette propriété ayant lieu pour un point quelconque de la 
courbe (M), il en résulte, en vertu de ce qui a été vu au n° 60, que la 
courbe (M) est une géodésique de Lellipsoïde [M]. 

Ainsi toutes les lignes, en nombre æ', tracées sur |M |, dont les tangentes 
sont, en outre, tangentes à une même quadrique | P | homofocale à |M], sont 
des géodésiques de |M]. 

Comme, d’autre part, les quadriques [P] sont elles-mêmes en nombre æ", 
on voit que l’on obtient ainsi le système œ? des géodésiques de lellip- 
soïde [M |. 

Chaque quadrique |P | étant entièrement définie par la valeur du para- 
mètre À entrant dans son équation 


lorsqu'on la rapporte aux axes principaux de l’ellipsoide [M], on voit que 
les géodésiques de | M] peuvent être ainsi réparties en systèmes æ' caracté- 
risés chacun par une valeur de À. 

Nous appellerons géodésiques g(ÀA) celles qui s’obtiennent au moyen de 
la quadrique | P | correspondant à cette valeur de À. 


65. Enveloppe des géodésiques d'une même famille. — Soit e(À) la 
ligne d’intersection de lellipsoïde |M] et de la quadrique |P | correspondant 
à une valeur donnée de À. On sait (n° 58) que cette courbe est une ligne de 
courbure de [ M]. Mais chaque tangente à cette ligne e(À) étant tangente à 
la fois à [M] et à [P | est tangente à une g(À). 

Réciproquement, parmi les tangentes MP à une g(À), il en est une pour 
laquelle les points M et P se confondent; celle-ci est alors tangente à e(2). 


Il en résulte que les géodésiques. g( À) ont pour enveloppe la ligne de cour- 


bure e( à) intersection de | MT et de |P]. 

Si nous voulons savoir combien de géodésiques g(^) passent par un 
point M donné sur | M}, il nous suffit de remarquer que les tangentes en M 
à ces géodésiques, étant en même temps tangentes à |P ], sont les intersec- 
tions du plan tangent en M à [M] et du cône de sommet M circonserit à [P]; 
il y en a donc deux. Et, puisque ces deux géodésiques ont pour enveloppe 
la ligne de courbure e(2), on peut dire que par chaque point M de l’ellip- 
soide [M] passent deux géodésiques g(%) tangentes à une ligne de courbure e (N) 
donnée. | 


WWW.rcin.org.pl 


CET NE NN er 


II. — GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. 125 


D'autre part, d’après ce que nous avons vu au n° 14, les cônes de som- 
met M circonscrits aux diverses quadriques homofocales à [M] ont tous 
mêmes plans principaux. Il suffit, parmi ces quadriques, de considérer 
celles qui passent par M, pour reconnaitre que ces plans principaux ne 
sont autres que les plans tangents à ces quadriques. On en déduit immédia- 
tement que les tangentes aux deux géodésiques g’(A) et g”(X) passant par M 
sont également inclinées sur les droites d’intersection du plan tangent à [M], 
qui les contient, avec les plans tangents aux deux autres quadriques homo- 
locales passant en M, c’est-à-dire, d'après le théorème du n° 58, sur les tan- 
gentes aux lignes de Courbes de [M] passant en ce point ('). 

On peut dong dire que les géodésiques g' (ù) et g'(X) de méme système, 
d’ailleurs quelconque, passant en M, sont également tnclinées sur les deux 
lignes de courbure de | M {en ce point; où encore que chaque ligne de cour- 
bure en M bissecte Van gle des géodésiques g'(}) et g'(À), de méme système, 
passant en ce point. 


66. Géodésiques passant par les ombilics. — Parmi les quadriques | P ] 


_ du faisceau tangentiel des homofocales, figurent les quadriques dégénérées 


Fig. 35. 


que constituent les coniques contenues dans les plans principaux, dont les 
équations correspondent respectivement aux valeurs À = a°, À = b’, À = c? 
du paramètre du faisceau ; et, parmi ces coniques, la seconde seule, qui est 
une hyperbole H, coupe l’ellipsoïde en des points réels qui ne sont autres 
que les ombilics de cette surface. Deux d’entre eux, w, et w,, sont situés sur 
une des branches de l'hyperbole H; les deux autres, w‘ et w, sur l’autre, 


(1) Cette démonstration est due à M. Fouché (Comptes rendus des séances de la Société 
mathématique de France, 1915, p. 22). 
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ces ombilics w, et w, d'une part, w, et w, de l’autre, étant deux à deux 
diamétralement opposés. 

Si nous joignons un point M de l’ellipsoïde à deux ombilics non situés 
sur un même diamètre, tels que w, et w, ou w, et w,, par des arcs de géodé- 
siques, ces arcs sont également inclinés en M sur les directions des lignes 
de courbure passant en ce point, d’après le théorème du numéro précédent 
pris à la limite lorsque la quadrique |P |] dégénère en hyperbole H. 

Il en résulte, ainsi qu'on l’a vu au n° 63 (réciproque du théorème IV), 
que si l’on déplace le point M sur la ligne de courbure qui bissecte extérieu- 
rement l'angle des géodésiques Mw, et Mw,, la somme des longueurs de 
ces géodésiques est constante; autrement dit, cette ligne de courbure est une 
ellipse géodésique ayant les ombilies w, et w, pour foyers géodésiques. 


67. Application au tracé des lignes de courbure de l'ellipsoïde. — Sup- 
posons, par exemple, que le point M se déplace sur la ligne de courbure, 
ellipse géodésique, de foyers w, et w; elle bissecte extérieurement langle 
des géodésiques Mw, et Mo, ; cette ligne de courbure bissecte de même 
langle des géodésiques M w, et Mw,, ce qui montre que la géodésique Mw, 
n’est autre que le prolongement de la géodésique M w, ; mais elle bissecte ce 
second angle intérieurement. Elle est donc une hyperbole géodésique pour 
les foyers w, et w,. 


Ainsi, en représentant par «x et 5 des constantes, on a 


Mo, +Mw,— a, 
Mo, — Mor —$; 


d’où, en additionnant et posant « + b = y, 


Mo, +t Mw,= 7 


ou 
Ge Do == Ÿs 


Ainsi, tous les arcs de géodésiques allant d'un ombilic à l'ombilic diamétrale- 
ment opposé ont une longueur constante. Or, parmi ces géodésiques il y a la 
demi-ellipse principale w,w,w, où ww, «w, passant par ces deux ombilics ; 
cette longueur constante y est donc égale au demi-périmètre de l’ellipse princi- 
pale de demi-axes a et c. Le mème résultat a lieu évidemment pour l'arc de 
géodésique w, w. De là on déduit immédiatement 


Mo, + Mo, —2ÿ— a, 
M w — M Oo = B. 
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On voit donc qu'une méme ligne de courbure de l'ellipsoide peut étre 
regardée soit comme une ellipse géodésique, soit comme une hyperbole géodé- 
sique, suivant qu'on la rapporte, comme foyers, à tel ou tel couple d’ombilics 
de la surface. Cela a lieu d’ailleurs pour l’un et l’autre système. 

Le géomètre anglais Michaël Roberts qui a, le premier, obtenu ces 
curieux résultats, a remarqué que cela permettait le tracé des lignes de 
courbure d’un RON par un procédé calqué sur celui dit nl jardiniers, 
qui se prête au tracè des ellipses sur un plan. 

Si, en effet, on fixe les extrémités d’un fil flexible et inextensible, de lon- 
gueur & (inférieure au demi-périmètre y de lellipse de demi-axes a et c), en 
deux ombilics non diamétralement opposés, pris sur cette même ellipse, et 
que l’on tende constamment ce fil sur la surface de l’ellipsoïde [M } au 
moyen d’une pointe de crayon, les deux arcs suivant lesquels, à chaque 
instant, se tendra le fil à la EEPE de | M ] seront deux arcs de géodésiques 
dont la somme, égale à la longueur x du fil, sera constante. La pointe du 
crayon décrira dès lors, en vertu de ce qui précède, une ligne de courbure 
de l’ellipsoide, ligne de courbure qui sera de l’un ou de l’autre système sui- 
vant que les ombilics choisis seront symétriques par rapport au grand ou au 
petit axe de la section principale à laquelle ils appartiennent. 


E. — SURFACES GAUCHES. 


a. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. 


68. Détermination des surfaces gauches. Ordre des surfaces gauches 
algébriques. — Une droite étant déterminée dans l’espace par quatre con- 
ditions, toute droite assujettie à trois conditions engendre une série con- , 
tinue qui constitue en général une surface réglée. Toute surface réglée non 
développable est dite gauche. 

Chacune des trois conditions simples auxquelles doit satisfaire chaque 
génératrice d’une surface gauche peut consister soit dans la rencontre avec 
une ligne donnée (dite directrice), soit dans le contact avec une surface 
rt (dite noyau). 

par un point quelconque de l’espace, on mène des parallèles aux 
no d'une surface gauche, on obtient un cône directeur de cette 
surface; la surface passe par la courbe à l'infini de ce cône, qui peut être 


* 
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prise pour l’une des directrices de cette surface. Si ce cône ‘se réduit à un 
plan directeur, la surface contient la droite à linfini de ce plan. 

Dans le cas où la surface a un plan directeur et possède une directrice 
rectiligne, elle prend le nom de conoïde. Ce conoïde est droit lorsque la 
directrice rectiligne est perpendiculaire au plan directeur. 

Rappelons que, lorsque les trois directrices sont rectilignes, la surface 
est un hyperboloïde à une nappe, qui dégénère en un paraboloide hyperbo- 
lique lorsque ces trois directrices sont parallèles à un même plan. Ces qua- 
driques réglées possèdent toutes, comme on sait, un double système de 
génératrices rectilignes, chacune de ces génératrices rencontrant toutes 
celles du système opposé, et ne rencontrant aucune de celles de son propre 
système. Nous appellerons, dans ce qui suit, semi-quadrique, l'ensemble de 
toutes les génératrices appartenant à un même système, les deux semi-qua- 
driques qui coexistent sur une même quadrique réglée étant dites complé- 
mentaires. 

Les deux semi- duadriques coexistant sur un même hyperboloïde 
admettent le même cône directeur qui, lorsqu'on place son sommet au 
centre de la surface, se confond avec le cône asymptote. Les deux semi- 
_ quadriques coexistant sur un même paraboloïde ont des plans directeurs 
distincts, la droite à linfini de chacun d'eux appartenant à la semi-qua- 
drique complémentaire. Lorsque ces plans directeurs sont perpendiculaires 
l’un à l’autre, le paraboloïde est dit égurlatère. 

Supposons qu'une surface gauche X ait pour directrices trois courbes 
algébriques C,, C;, C;, d'ordres respectifs »1,, Ma, m,, et que nous suppo- 
sons d’abord n'avoir entre elles aucun point commun. Cherchons l’ordre 
A ,.mm, de cette surface X; c'est le nombre des points où une droite D quel- 
conque rencontre È, ou, si l’on veut, le nombre des droites rencontrant à la 
fois C,, Ca, C, et D. Pour obtenir ces droites, on peut, inversement, consi- 
dérer la surface gauche d'ordre An m, dont C,, C, et D sont les directrices, 
et prendre ses points de rencontre avec la courbe C,. Celle-ci étant d'ordre 
M, ce nombre sera mM, Amm, et l’on a l'égalité 


An, m,m, — M; À, mal" 
La répétition du même procédé donnerait de même 
D = My Don et Aium M À: 


Comme, d’autre part, A,,, est l’ordre d’une surface à trois directrices 
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rectilignes, c'est-à-dire d'une quadrique, on a finalement 
7 ? 
Ami m; = 24 Ma My. 


Remarquons d’ailleurs que, par chaque point M, de la directrige C,, 
passent les génératrices communes aux cônes de sommet M, ayant respec- 
tivement pour directrices C, et C,, soit, en tout, Mam, génératrices. La 
directrice C,, a dès lors, sur la surface E, le degré de multiplicité v, = mam, . 

Ainsi, en général : la surface gauche X, définie par trois directrices 
d'ordres respectifs m,, m,, m,, est elle-même d'ordre 2m, Ma mM, , ces directrices 
ayant sur X les degrés de multiplicité respectifs y, = M,M;, W= mMm, m;, 
La = M Ma. 

Mais, si deux des directrices, C, et C, par exemple, ont un point com- 
mun À,; (!), on voit que les génératrices du cône de sommet A., et de 
directrice C, font partie de la série des droites rencontrant C,, C), C, et, 
partant, que le lieu cherché proprement dit ne se compose, en dehors de ce 
cône parasite d'ordre m,, que d’une surface E d'ordre 2m, mam, — m,, sur 
laquelle la directrice C, n’a plus que le degré de multiplicité m,m,—1 
puisque l’une des droites satisfaisant aux conditions requises, qui passent 
par chaque point M, de C,, se trouve sur le cône parasite de sommet A». 

La répétition de ce raisonnement conduit, en définitive, à dire que, si les 
courbes C, et C, ont en commun &,, points, C, et C3, &, points, C, et C,, 
43, points, la surface X est d'ordre 


A = 2m M, My — (Aay My + us Mo + Aia Ma), 


les lignes Cì, 'C,, C, ayant, sur È, les ordres de multiplicité respectifs 
Ma == Mls Mlz EAT Xass Ma =— M, nt, 27% Asi o] De == mM, My TRE Liv. 
Ce résultat est dû au géomètre anglais Salmon (?). 


69. Propriétés du plan tangent. — Le plan tangent en tout point de la 
surface contient la génératrice passant en ce point. Réciproquement, tout 
plan mené par une génératrice d’une surface gauche ne touche la surface 
qu'en un point. Il est, en effet, aisé de voir que, si un tel plan touchait la 
surface en deux points de la génératrice, il la toucherait tout le long de 


(!) Point, bien entendu, réel ou imaginaire, ayant en tout cas une existence analytique; 
par exemple, si Ca et C; sont deux cercles d’une même sphère, on doit les regarder comme 
ayant, dans tous les cas, deux points communs (application du principe de continuité). 

(2) Traité de Géométrie analytique à trois dimensions (Traduction Chemin; Gauthier- 
Villars, 1891), 2° Partie, p. 264. 


D'OCAGNE. 17 
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cette génératrice, ce qui ne saurait avoir lieu pour une génératrice quel- 
conque de la surface que si celle-ci était développable, hypothèse ici 
écartée. La justification de cette remarque est d'ailleurs immédiate; il 
suffit de considérer le long de la génératrice G des éléments infiniment 
petits unissant chacun de ses points M à un point M’ de la génératrice infi- 
niment voisine G’. Si le plan tangent en M, et M, est un même plan 7, ce 
plan, contenant les éléments M, M, et M, M, renferme aussi la droite M M, 
ou G’ et, par suite, tous les éléments MM’; autrement dit, il est tangent à 
la surface en tous les points M de G. 

Puisque, à chaque point de la génératrice, ne correspond qu'un plan 

Fig. 36. | 


c] 6 | 


tangent, et réciproquement, il existe entre ces points et ces plans une cor- 
respondance homographique et, conséquemment, le rapport anharmonique 
des plans tangents en quatre points de la génératrice est égal à celui de ces 
quatre points. 

Par suite, si l’on connaît les plans tangents en trois points de la généra- 
trice, on peut construire immédiatement, soit le plan tangent en un point 
quelconque de la génératrice, soit le point où un plan quelconque mené par 
cette génératrice touche la surface, On peut d’ailleurs mettre la relation 
entre le plan tangent et, son point de contact sous la forme métrique que 
voici : 

Soit PP’ la perpendiculaire commune à G et à la génératrice infiniment 
voisine G’; menons par P’ la parallèle G, à G, et coupons ces trois droites 
par un plan MM, M' perpendiculaire à G, donc aussi à G,. L’angle 


M'MM, — o, 
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dont les côtés sont perpendiculaires à G, mesure le dièdre des plans M, MG 
et M'MG. D'autre part, MM, parallèle à PP’ est perpendiculaire au plan 
P'G, G’, par suite à la droite M, M! qui passe par son pied dans ce plan, et, 
dans les triangles rectangles MM, M' et P'M,M',ona 


M,M'=— MM, .tangọ = P'M,.e 
(l'angle infiniment petit € pouvant être substitué à sa tangente), ou 


PP'.tango — EM. e; 
d’où 


tango — PM. Å 
84 p 
si l’on représente par p la distance infiniment petite PP’ des génératrices G 


et G’. Lorsqu'on passe à la limite, le pied P de la perpendiculaire commune 
tend sur G vers une position limite qui est dite le point central sur cette 


génératrice; le plan MM, G ou MPP’ tend vers le plan tangent à la surface 


en ce point central, qui est dit le plan central pour cette génératrice; le 
plan M'MG tend vers le plan tangent en M; enfin le rapport À tend, en 
général, vers une limite finie, non nulle, k qu'on appelle le paramètre de 
distribution pour la génératrice considérée; dès lors, si l’on pose PM = x 
(distance du point M au point central P), la formule 


` 


£ 
tang ọ = —» 
t 


k 


due à Chasles, fait connaître la distribution des plans tangents le long 


de G. Il convient toutefois, pour écarter toute ambiguïté, de convenir que 


le paramètre de distribution sera affecté du sigñe + ou du signe —, selon 
que, lorsque le point M s'éloigne de P (au reste, dans un sens ou dans 
lautre), le plan tangent tourne dans le sens direct ou dans le sens rétro- 
grade pour un observateur ayant la tête en M et les pieds en P., 

On voit que, lorsque le point M s'éloigne indéfiniment de P, tangọ tend 
vers l'infini et © vers =. Le plan tangent au point à l'infini sur G, dit plan 
asymptotique, est donc perpendiculaire au plan central. 

Orle plan G,P'G' de la figure précédente, perpendiculaire à PP’, donc 
au plan GPP’, ne cesse pas de l’être quand on passe à la limite. Il se con- 
fond donc, à la limite, avec le plan asymptotique; et comme ce plan est 
également, à la limite, parallèle au plan tangent correspondant au cône 
directeur, on voit que le plan asymptotique le long d'une génératrice est 
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parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la génératrice corres- 
pondante. | 

En menant par chacune de ces génératrices un plan perpendiculaire à 
chacun des précédents, on voit de même que le plan central le long d'une 
génératrice est parallèle au plan normal au cône directeur le long de la géné- 
ratrice correspondante. 

En particulier, si la surface est à plan directeur, les plans asymptotiques de 
cette sur face sont tous parallèles et ses plans centraux tous perpendiculaires à 
ce plan directeur. 

Le lieu des points centraux de la surface est ce qu’on appelle la ligne de 
striction de la surface ('). On voit que, dans’le cas où la surface est dévelop- 
pable, le point central de chaque génératrice se confond avec son point 
caractéristique et, par suite, la ligne de striction de la développable avec 
son arête de rebroussement. i 

Nous avons dit que le paramètre de distribution est généralement dif- 


férent de zéro. S'il arrive qu'il ait cette valeur pour une certaine généra- , 


trice, la formule de Chasles montre que, pour cette génératrice, l'angle 9 
est droit, quel que soit le point M, c’est-à-dire que tous les plans tangents 
le long de cette génératrice sont confondus avec le plan asymptotique. Une 
telle génerakripe est dite singulière, Si toutes les génératrices sont singu- 
lières, c’est que la surface est développable. 

Le paramètre de distribution ne devient infini que dans le cas du 
cylindre, autre cas particulier des surfaces développables. 


70. Point représentatif de la distribution des plans tangents. — Si, 


ayant adopté arbitrairement, sur une génératrice G, un sens positif indiqué 
par la flèche sur la figure, on élève à cette génératrice, par son point cen- 
tral P, une perpendiculaire PI égale au paramètre de distribution # et 
portée dans un sens tel que la flèche indicatrice du sens positif de G tende à 
faire tourner le bras de levier IP dans le sens direct ou dans le sens rétro- 


grade, selon que k est positif ou négatif, on voit que le point | est tel que. 


langle MIP, pris avec son sens, est égal à celu que le plan tangent en M fait 
avec le pian central. 


(1) I faut se garder de croire que la ligne de striction coupe oxthogonalement les généra- 
trices en confondant la perpendiculaire commune PP” avec l’élé ‘ment infiniment petit de cette 
ligne. Si G’ tend vers G, ou G vers G’, P dans le premier cas, P’ dans le second, tendent 
l’un sur G, l’autre sur G’, vers des positions limites appartenant à la ligne de striction; mais 
la droite joignant ces positions limites a une direction qui diffère de celle de PP’. 
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Le point I, d’abord considéré par Mannheim, a, pour cette raison, reçu 
de lui le nom de point représentatif de la distribution des plans tangents le 
long de G. 

Il résulte d’ailleurs immédiatement de la propriété fondamentale ci-dessus 
que l'angle sous lequel, du point L, on voit un segment quelconque MM' de G 
fait connaître, avec son sens, langle que font entre eux les plans tangents 
en M eten M'. 

Nous venons de voir que la connaissance des plans tangents, en trois 
points M,, M,, M, de la génératrice, entraîne celle du plan tangent en tout 
autre point de cette génératrice. Elle doit donc permettre la construction 
du point I; et, en effet, d’après la dernière proposition énoncée, ce point I 
se trouve à la rencontre des segments décrits sur M,M, et M,M,, et 
capables respectivement des angles que font entre eux, d’une part, les plans 
tangents en M, et M,, d'autre part, les plans tangents en M, et M, ('). 


Fig. 37. 


Si deux surfaces gauches ont une génératrice commune G, il existe 
sur cette génératrice deux points de raccordement (points où le plan tangent 
est le même pour l’une et l’autre) réels, confondus ou imaginaires. En effet, 
les plans tangents de l’une et ceux de l’autre, le long de G, forment deux 
faisceaux homographiques, présentant, par conséquent, deux plans doubles. 

L'emploi du point représentatif permet d'obtenir facilement ces éléments 
doubles; pour le voir, il suffit de remarquer que si M, est un de ces points 
de raccordement, les angles que le plan tangent commun en M, fait avec 


(1) Pour la détermination du point représentatif dans le cas d’une surface gauche passant 
par une directrice donnée et circonscrite à un noyau donné le long d’une courbe donnée, 
voir C, R. de l’Acad. des Sc,, 1°" semestre 1928, p. 64, 
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les plans centraux des deux surfaces étant donnés par PIM, et P'TM,, 
l'angle IM, l’est égal à l'angle de ces plans centraux. Les points de raccor- 
dement sont donc à la rencontre de G et du segment capable de langle des 
plans centraux (compté dans le sens convenable) construit sur la droite joi- 
gnant les points représentatifs | et V. 

Si, en plus de ces deux points de raccordement, il en existe un troisième 
sur G, tous les points de cette génératrice sont de raccordement; autrement dit, 
les deux surfaces se raccordent tout le long de G. Cela découle encore de ce 
que la connaissance des plans tangents en trois points de G entraîne, comme 
on l’a vu, la détermination du plan tangent en tout autre point de G. 


71. Surfaces de raccordement. Paraboloïde des normales. Quadrique 
osculatrice. — Il résulte de ce qui précède que, pour déternňner les plans 
tangents à une surface gauche E le long d'une génératrice G, on pourra, le 
cas échéant, substituer à cette surface X une autre surface réglée XY passant 
par G, à la condition qu’elle ait même plan tangent que E en trois points 
6 4 € CR 

On pourra, par exemple, prendre pour X’ une quadrique qui soit de rac- 
cordement avec X en trois points M,, M;, M, de G. Il suffira de prendre, 
pour directrices de X', trois droites D,, D,, D, passant en M,, M,, M,,et 
situées respectivement dans les plans tangents à X en ces points. Si ces 
droites D,, D., D, sont obtenues par intersection des plans tangents en M,, 
M., M, avec des plans parallèles à un mème plan 7, la quadrique de rac- 
cordement sera un paraboloïde dont 7 sera un plan directeur; l’autre plan 
directeur sera, d’après ce qui a été vu au n° 69, parallèle au plan asympto- 
tique de È le long de G? 

Si le plan + est perpendiculaire à G, toutes les génératrices du parabo- 
loïde de raccordement le long de G sont orthogonales à cette génératrice; 
el, comme les deux plans directeurs sont perpendiculaires l’un à l’autre, le 
paraboloïde est équilatère. 

Faisons tourner ce paraboloïde des tangentes orthogonales d’un angle 
droit autour de G. Chacune de ses génératrices, perpendiculaire à G, ne 
cesse de lui être perpendiculaire; de plus, chacune de ces génératrices, 
étant devenue perpendiculaire à sa position primitive, est perpendiculaire 
à une seconde droite du plan tangent à E correspondant; elle est donc per- 
pendiculaire à ce plan tangent, c'est-à-dire confondue avec la normale à X 
correspondante. On voit ainsi que le lieu des normales à une surface 
gauche X, le long de l’une quelconque de ses génératrices G, est un parabo- 
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loide équilatère dont un plan directeur est perpendiculaire à G, l'autre étant 
parallèle au plan central de G. Dans cette rotation d’un angle droit autour 
de G, tout plan d’abord parallèle au plan asymptotique est, en effet, 
devenu parallèle au plan central. 

On voit en outre que le sommet du paraboloide des normales coïncide avec 
le poënt central P de la génératrice G. En effet, le plan tangent au parabo- 
loïde en ce point (qui coïncide avec le plan asymptotique) est perpendicu- 


laire à la direction de l'axe du paraboloïde, donnée, comme on sait, par 
l'intersection des deux plans directeurs, l’un z perpendiculaire à G, l’autre 


confondu avec le plan central, tous deux, par conséquent, perpendiculaires 
au plan asymptotique. 

On peut faire en sorte que la quadrique de raccordement passe par une 
seconde génératrice G’ de X; il suffit, pour cela, de prendre, pour direc- 
trices D),, D,, D,, les droites joignant les points M,, M,, M, à ceux où les 
plans tangents en ces points sont rencontrés respectivement par la droite G’. 
En particulier, si l'on prend pour G’ la génératrice de X infiniment voisine 
de G, et qu'on passe à la limite, on voit qu'on obtient une quadrique Q 
telle que toutes ses sections et celles de È par les mêmes plans ont même 
courbure en leur point commun M situé sur G. En effet, avant d'atteindre 
la limite, ces deux sections ont en commun le point M avec la tangente en M 
(située. dans le plan tangent commun en M) et le point infiniment voisin M’ 
sur G’. Il en résulte que les deux surfaces ont même indicatrice en chaque 
point M de G; or, les asymptotes de cette indicatrice sont pour Q la géné- 
ratrice G et la génératrice du second système passant en M; pour X, la 
seconde asymptote est la tangente en M à la courbe qui complète, avec G, 
l'intersection de la surface par son plan tangent. On a donc ce théorème : 
les tangentes aux points, situés sur G, des courbes d'intersection de X par ses 
plans tangents contenant G, engendrent une quadrique qui est osculatrice à X 
tout le long de G. 

Ce théorème est dû à Chasles. 

Voici, à titre d'application, la démonstration (') de la propriété des 
asymptotiques d’une surface réglée, annoncée dans la note du n° 60. 

Si l’asymptotique (M) coupe la génératrice G en M et la génératrice infi- 
niment voisine G’ en M’, la tangente en M à l’asymptotique, génératrice de 
la quadrique osculatrice qui, aux infiniment petits du troisième ordre près, 
contient aussi G’, rencontre cette génératrice en un point M”. 


(1) Démonstration due à l'élève Jouguet de la promotion 1926. 
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Si m'est le pied de la perpendiculaire abaissée de M’ sur le plan tangent 
en M, ce plan étant osculateur à (M), M'm est un infiniment petit du troi- 
sième ordre; et comme, d'autre part, l'angle M'M”m' (angle de G avec le 
plan tangent en M) est un infiniment petit du premier ordre, M'M' est un 
infiniment petit du deuxième ordre. 

Considérons dès lors quatre points M,,M,,M;, M, sur G. Les points M’, 
M, M,, M; appartenant aux génératrices correspondantes de la quadrique 
osculatrice, on a légalité des deux rapports anharmoniques 


(M,M,M,M,) = (M’ M? M! M! ). 


Mais, d'après le lemme, les rapports anharmoniques (M M, MM, ) et 
(M! M; M; M’) diffèrent d'un infiniment petit au moins du deuxième ordre. 
Il en est donc de même de (M, M, M, M, ) et (M M,M,M,); et, comme cela 
a lieu tout le long des asymptotiques (M, ), (M4), (M;), (M,), il en résulte 
que (M, M, M, M, ) est constant ('). 


72. Conoïde droit à noyau sphérique. — Prenons comme plan horizontal 
de projection le plan directeur de la surface et comme plan vertical, un plan 
parallèle à celui qui passe par la directrice rectiligne et le centre de la 
sphère formant noyau. 

Pour avoir une génératrice de la surface, conpons par un plan horizontal 
quelconque a'b' et projetons horizontalement le petit cercle de la sphère 
contenu dans ce plan. Les projections horizontales des génératrices proje- 
tées verticalement en a'b’ s’obtiennent en menant par a les tangentes à ce 
petit cercle; soit ab l’une d'elles. Le lieu du point b étant le cercle de dia- 
mètre oa, le lieu des points (b, b') dans l’espace est l'intersection de la 
sphère par le cylindre vertical ayant pour base le cercle oa. Cette biqua- 
dratique gauche, symétrique par rapport au plan vertical de projection, s’y 
projette suivant une conique, évidemment symétrique par rapport à l’hori- 
zontale du point o’, qui, dès lors, constitue pour elle ‘un axe. 

Or, si l’on coupe le cylindre et la sphère par un plan horizontal quel- 
conque, les deux sections ont en commun les deux ombilics de ce plan. La 


(1) Si, en effet, toutes les variations infiniment petites de la fonction y, correspondant à 
des variations infiniment petites du premier ordre de la variable x, sont au moins du 
deuxième ordre, c'est que y est constant. En effet, dire qu'à partir d’une certaine valeur 
de x, pour dr du premier ordre, dy est au moins du deuxième, c’est dire que la tangente 
correspondant à la ligne représentative de y est parallèle à l’axe des x; et ceci ne peut 
avoir lieu pour toutes les valeurs de x que si cette ligne représentative est une parallèle à 
l'axe des x, 
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projection verticale a donc un point à l'infini dans la direction des horizon- 
tales, c'est-à-dire dans la direction de son axe; c’est, par suite, une para- 
bole. | 

Si l’on prend respectivement comme directrices C,, C, et C, la verticale 
du point a, la droite à l'infini du plan horizontal et la courbe d’intersection 


Fig. 38. 


` 


du noyau sphérique et du cylindre vertical ayant pour base le cercle de 
diamètre oa, on a, avec les notations du n° 68 ('), 


MT, ig rt 1 My AS Mes se ai die 2: Lo = O 


et, par suite, 
AE m2, = 2 Hs =1, 


ce qui montre que le conoïde envisagé est une surface du quatrième ordre 
sur laquelle la directrice rectiligne et la droite à l'infini du plan directeur 
sont des lignes doubles. 

Pour construire les plans tangents le long de la génératrice (ab, a'b'), 
considérons le paraboloïde de raccordement ayant un premier plan directeur 
horizontal et un second plan directeur de front. La génératrice de front au 
point (a, a') est la verticale de ce point; au point (b, D"), c’est la ligne de 
front du plan tangent à la sphère dont la projection verticale b'f’ est per- 


(1) On doit prendre z», et #3, égaux à 2, en vertu de la remarque contenue dans la note 
de la page 129. 


D'OCAGNE, 18 
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pendiculaire à o'b'. Or, les projections verticales des génératrices de front 
passent par un même point, projection de la génératrice de l’autre système 
qui est de bout, donc par le point f’. La génératrice de front en un point 
quelconque (m, m’) de (ab, a'b’) est, par suite, (mf, nf"); jointe à (ma, m'a’), 
elle détermine le plan tangent en (m, m'). On voit, d’ailleurs, que la surface 
possède quatre génératrices singulières : celles qui se trouvent dans les 
plans tangents horizontaux de la sphère et celles qui se trouvent dans ses 
plans tangents verticaux passant par la directrice; ces dernières sont évi- 
demment dans le plan d’équateur horizontal de cette sphère. 

Inversement, il est très facile de déduire de ce qui précède la construction 
du point de la surface où le plan tangent est parallèle à un plan donné. En 
effet, la droite ab menée, en projection horizontale, parallèlement aux hori- 
zontales de ce plan, fait connaître, sur le cercle de diamètre oa, le point b, 
d'où b' se déduit sur la projection verticale du petit cercle de rayon ob, 
puis f” par la perpendiculaire élevée en D à o'b'. La parallèle aux frontales 
du plan donné menée par f’, donne ensuite, sur a'b', la projection verti- 
cale m’ du point de contact cherché, d’où, par une ligne de rappel, m sur ab. 

Nous allons faire maintenant l'étude, par la seule géométrie, d’une sur- 
face gauche du troisième ordre qui offre un intérêt particulier parce qu’elle 
intervient dans plusieurs théories importantes. 


b. — ÉTUDE SPÉCIALE DU CONOÏDE DE PLUCKER OU CYLINDROÏDE (!). 


73. Définitions. Propriétés du plan tangent. — Le conoïde dit de Plücker, 
du nom du géomètre qui l’a d'abord étudié, plus généralement appelé 
aujourd’hui cyléndroide, est le conoïde droit avant pour directrices :, 1° une 
section plane quelconque d’un cylindre de révolution; 2° une génératrice 
du cylindre passant par l’un des sommets du grand axe de cette section; et 
3° pour plan directeur, un plan de section droite de ce cylindre. 

Si l’on affecte l'indice 1 à la droite à l'infini du plan directeur, l'indice 2 
à la directrice rectiligne, l'indice 3 à la directrice elliptique, on voit, en 
reprenant les notations du n° 68, que l’on a ici 


Hi A, 
5 Micci 
4, Pres) 


(1) Cette étude est empruntée à un Mémoire paru en 1901 (Archiv. der Mathematik, 


p. 159). 
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et 
Xia = O, 
Xa; — I, 
du = A 
Parsuite, A3, Li) Mémo : 


Prenant comme plan horizontal de projection le plan de section droite 
passant par le point commun aux deux directrices et comme plan vertical 
un plan parallèle à celui qui passe par la directrice rectiligne et l’axe du 
cylindre, appelons £'q' la trace verticale du plan de la directrice elliptique 
projetée horizontalement suivant le cercle de centre o et de rayon oa ('). 

Si un autre plan de section, de même trace horizontale (projetée en t’) 
que le premier, et de trace verticale t'p', coupe la génératrice (am, a m’) au ’ 
point (Z, l), on voit que le rapport 

ARE 22 VTA 


am. ami, #9 


est constant et, par suite, que le lieu du point Z est un cercle homothétique 
à celui que décrit m, par rapport au point a. Donc : tous les plans menés 
par la tangente à l’ellipse directrice au point où la rencontre la directrice 
rectiligne coupent la surface suivant des coniques projetées horizontalement 
suivant les cercles tangents en a à at. Nous appellerons ces coniques, les 
coniques Il, de la surface. L'une quelconque d’entre elles peut être subs- 
tuée, comme seconde directrice, à l’ellipse d’abord donnée. 

Le plan tangent en (m, m') est déterminé par la génératrice (am, a'm’) 
et la tangente (mt, m't) à la directrice elliptique. La trace horizontale de 


(1) Si lon prend pour origine le point commun à la directrice rectiligne et à la directrice 
conique, pour axe des z la directrice rectiligne, pour axe des x la normale au cylindre de 
révolution sur lequel se trouve la directrice conique, on voit immédiatement, en appelant 0 
l'angle que fait avec l'axe des x la génératrice de cote z (angle Oam) et A la hauteur tz 


du conoïde, que l'on a 
z = h cos’0. 


Si l’on transporte l’origine en un point quelconque, de cote — z», de la directrice recti- 
ligne, et que l’on appelle z, la nouvelle cote de la génératrice supérieure du conoïde, ce qui 
revient à poser À = 3, — z,, On transforme cette équation en 


Z = 31 C0s°0 + z, sin°0. 


Le simple rapprochement de cette dernière équation et de la formule (2) du n° 50 montre, 
si l’on se reporte à la note de la page 94, que le lieu des axes de courbure des contours 
apparents (inverse, après une rotation de 90° autour" de la normale, de la surface 
des centres de courbure des sections normales) est un cylindroïde. 
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ce plan est donc la parallèle tk à am, sa ligne de plus grande pente en ż, la 
perpendiculaire abaissée de ż sur am, qui, en projection horizontale, passe 
par le milieu č de la corde am et le centre o du cercle. Le point z se rappelle 
verticalement en 7 milieu de a'm’; par suite, la droite t passe par le 
milieu o' de z'g'et, dans l’espace, la ligne de plus grande pente considérée 
passe par le point (0, 0’) indépendant de la position de 77 sur le cercle. On 
voit donc que le plan tangent en tout point de l’ellipse directrice passe par 
le point (0, 0’) où l'axe du cylindre rencontre le plan tangent horizontal z'q' 
à la surface. 


Autrement dit, les plans tangents le long de l'ellipse directrice ont pour 
enveloppe un cône ayant son sommet sur l'axe du cylindre de révolution auquel 
appartient cette ellipse. 

Comme nous venons de voir que l’on peut prendre comme directrice 
l’une quelconque des ellipses F, situées sur les cylindres de révolution 
tangents au premier le long de la directrice rectiligne, la propriété subsiste 
pour chacune de ces ellipses. 
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On déduit de là un moyen bien simple de construire point par point la 
courbe d'ombre de la surface pour une source lumineuse quelconque. On 
obtient en effet immédiatement les points de cette courbe d'ombre situés 
sur une quelconque des coniques F, en faisant usage du cône circonscrit à 
la surface le long de cette conique F, défini comme on vient de le voir. 


74. Sections de la surface par ses plans tangents, — Le plan tangent en 
un point quelconque (mm, m’) de la surface contenant la génératrice (am, a'n) 
en ce point, et la surface étant du troisième ordre, le reste de l'intersection 
de ce plan et de cette surface sera une conique que nous appellerons F,. 

Remarquons tout de suite que nous connaissons immédiatement quatre 
points de cette conique : (m, m'); (a, a’) puisque la directrice (az, a'z') est 
une ligne double de la surface; (0, 0!) puisque la droite (37, 3'q') est une 
génératrice de la surface; et enfin (t, 1’) puisque la droite de bout projetée 
en v est aussi une génératrice de la surface. 

D'ailleurs les points (o, o') et (t, t) sont le point le plus haut et le 
point le plus bas de l., d’où résulte que les tangentes en o et en t à la pro- 
jection horizontale de cette conique sont parallèles aux horizontales du 
plan tangent, c’est-à-dire perpendiculaires à ot qui, par suite, est un axe 
de cette projection. Puisque, de plus, l'angle oat est droit, cette conique 
est le cercle de diamètre ot. 

La considération de cette conique F, va nous permettre d'obtenir plu- 
sieurs importantes propriétés du cylindroïde. 

En premier lieu, remarquons que cette conique F, peut être prise comme 
seconde directrice du cylindroïde dont la définition devient alors : un 
conoïide ay ant ses génératrices perpendiculaires aux génératrices d'un cylindre 
de révolution et admettant pour directrices : 1° l’une de ces génératrices; 
2° une section plane quelconque du cylindre ("). 

Considérons maintenant, sur la conique F,, le point f diamétralement 
opposé à a, et joignons-le au point de rencontre y. de cette conique F, et 
d'une génératrice quelconque au de la surface. Dans l’espace, l'angle pro- 
jeté suivant l'angle droit ay. f ayant un de ses côtés ay horizontal est un 
angle droit; l'horizontale projetée suivant au. est donc la perpendiculaire 
commune à la verticale projetée en a et à la droite du plan de F, projetée 


(1) Si, inversement, étant parti de la définition au moyen d’une conique F, on veut 
obtenir. une conique l, de la surface, il suffit de remarquer que (o, o') et (4, t') sont 
respectivement les points le plus haut et le plus bas de F,; ces deux points suffisent à la 
détermination de la conique Tr, considérée dans la précédente définition. 
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suivant fy. Ainsi : le cylindroide peut être regardé comme le lieu des perpen- 
diculaires communes à la directrice rectiligne et à toutes les droites du plan 
de T, passant par le point diamétralement opposé à a dans cette conique. 

Puisque, par chaque point de la surface, passe une F,, on obtient ainsi 
une infinité de modes analogues de génération du même cylindroïde. 

Inversement, on voit, sans plus de difficulté, que le lieu des perpendicu- 
laires communes à une droite donnée et à toutes les droites d’un plan donné 
passant par un même point est un cylindroïde. 

En effet, la connaissance des points a et f entraine celle du cercle ao/t, 
par suite celle de la conique F, dont ce cercle est la projection et qui 
permet l’application de la seconde définition. 


75. Lieu des projections d'un point quelconque de l'espace sur les 
génératrices. — Si maintenant, d’un point quelconque de la verticale du 
point f, nous abaissons une perpendiculaire sur chaque génératrice a y. de 
la surface, le pied de cette perpendiculaire coïncide avec le même point y., 
puisque l'angle droit, qui à un côté horizontal, se projette suivant un angle 
droit. La conique F, représente donc le lieu des projections orthogonales 
d’un point quelconque de la verticale de f sur les génératrices de la surface, 
et comme le point f peut être arbitrairement choisi (la conique P, corres- 
pondante étant celle qui a pour projection horizontale le cercle décrit sur a f 
comme diamètre), on peut dire que le lieu des projections orthogonales d'un 
point quelconque de l'espace sur les génératrices d'un cylindroïde est une 
conique F, de cette ‘surface, cette conique restant la même pour tous les points 
situés sur une même parallèle à la directrice rectiligne de la surface. 

Inversement, si un conoïde droit ayant pour directrice la verticale de a 
jouit de cette propriété, le lieu du point p. est le cercle de diamètre af, 
d’où résulte immédiatement que ce conoïde est un cyhindroïde. 

M. Appell a démontré par l'analyse (') que le cylindroïde est la seule sur- 
face réglée partageant avec le cylindre la propriété que le lieu des projections 
d'un point quelconque de l'espace sur ses génératrices soit une courbe plane, 
ce qui justifie le nom qui a été donné à cette surface. D'ailleurs le cylindre 


(1) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXVIII, p. 261 et suiv. 

De son côté, M. Bricard a donné de ce fait une élégante démonstration géométrique 
insérée dans le Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIX, p. 18 et suiv. 
Une ingénieuse démonstration purement géométrique a été donnée par l'élève Harmegnies 
de la promotion spéciale 1919 (Nouv. Ann. de Math., 1920, p. 178). 


WWW.rcin.org.pl 


II. — GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. 143 


étant développable, on peut dire que le cylindroïde est la seule surface 
gauche jouissant de cette propriété. 
Voici une démonstration strictement géométrique de ce théorème due à 
l’élève Cordonnier, de la promotion 1926 : À 
Soient G et G, deux génératrices quelconques d’une surface réglée X 
jouissant de la propriété énoncée, et PP, leur perpendiculaire commune. 
Le lieu des projections de P sur toutes les génératrices de Ł, qui passe 
nécessairement par P et P,, est une ligne plane y, dont la tangente PT en P 
‘(limite de la perpendiculaire commune à G et à la génératrice infiniment 
voisine) est perpendiculaire à G. Il résulte de là que le plan de y, déter- 
miné par PP, et PT,, est perpendiculaire à G. Dés lors, la projetante de P 
sur toute autre génératrice G, de X est perpendiculaire à G, et l’on peut 
dire que les perpendiculaires communes à G et à toutes les autres généra- 
trices de E passent par un même point P de G. Comme cela est vrai pour une 
génératrice quelconque, il suit de là que la même propriété a lieu pour P, 
sur G, et pour P, sur G, ; autrement dit, P, P, est la perpendiculaire com- 
mune à G, et G,, et, par suite, puisqu'elles sont déjà perpendiculaires 
respectivement à P, P et à P,P, ces génératrices sont, comme G, perpen- 
diculaires au plan de y; or, elles sont quelconques sur X; toutes les généra- 
trices de E sont donc perpendiculaires à ce plan; et E est un cylindre dont 
y est la section droite. ne 
Reste le cas où la ligne y se réduit à la droite PP,. Toutes les généra- 
trices de X étant. alors perpendiculaires à cette droite, E est un conoïde 
droit ayant cette droite pour directrice, done, en vertu de la remarque faite 
au second alinéa du présent numéro, un cylindroïde. 


76. Lignes asymptotiques. Indicatrice. — L'une des asymptotes de 
l'indicatrice en (m, m') est constituée par la génératrice projetée en ma; 
l’autre asymptote étant la tangente au reste de l'intersection de la surface 
par son plan tangent en (m, m')se projette horizontalement suivant la tan- 
gente ms au cercle aomt. Cette tangente et la tangente en a au même cercle 
sont également inclinées sur am; autrement dit, mms est parallèle à la symé- 
trique par rapport à am de la tangente en a au cercle oam; mais cette 
tangente fait avec ao un angle égal à amo (même mesure), donc à oam; 
elle est donc symétrique de am par rapport à ao, donc confondue avec la 
projection de la seconde génératrice en a de la surface. Or l’asymptote 
projetée suivant ms engendre la quadrique osculatrice au cylindroïde 
suivant am. De là, ce théorème de Picquet : la quadrique osculatrice du 
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cylindroide le long d'une quelconque G de ses génératrices est un paraboloide 
dont le plan directeur est symétrique, par rapport au plan projetant de G, du 
plan projetant de la seconde génératrice contenue dans le même plan hori- 
zontal que G. 3 

Les lignes asymptotiques de la surface comprennent un premier système 
formé par les génératrices rectilignes et un second constitué par les courbes 
dont les projections horizontales ont pour tangente en chaque point m la 
droite ms ci-dessus définie. Or, langle tms ayant, dans le cercle omta, 
même mesure que tam, lui est égal, de même que amt;par suite, pour le 
pôle a et l'axe polaire at, l'angle ams de la tangente avec le rayon vecteur 
est double de l'angle polaire tam; on reconnait là une propriété caractéris- 
tique de la lemniscate de Bernoulli ayant son point double en a et tangente 
en ce point à at et à ag. 

Donc, les projections horizontales des lignes asymptotiques du second 
système du cylindroïde sont les lemniscates de Bernoulli ayant leur point 
double en a où leurs tangentes sont at et aq. 

Les asymptotes de lindicatrice en (m, m'), étant connues en projection 
horizontale, sont entièrement déterminées puisqv’elles sont dans le plan 
(amo, a'm'o'). Il suffit, par suite, de connaître le rayon de courbure d’une 
section normale quelconque en (m, m') pour que l’indicatrice soit elle-même 
complètement définie. Or on peut remarquer qu'il est facile d’obtenir le 
rayon de courbure de la section normale passant par (mt, m t’). Le plan de 
cette section normale est, en effet, déterminé, en plus de (mt, m't’), par la 
normale (mn, m'n') dont les projections sont respectivement perpendicu- 
laires à l’horizontale an et à la frontale o'a' du plan tangent en (m, mn). De 
mème, le plan normal au cylindre projetant l’ellipse F, de la définition, 
mené par (mt, m't), est défini par cette tangente et la normale à ce 
cylindre en (m, m'), qui est l'horizontale projetée suivant mo. Il est facile 
de construire les angles w et w que ces deux plans normaux font avec le 
plan F,, plan de bout qui les coupe l’une et l’autre suivant (mt, m't). Dès 
lors, si ọ est le rayon de courbure de F, en (m, m), Q, et o, les rayons 
de courbure aux sections normales ci-dessus définies au cylindroïde et au 
cylindre projetant, en ce même point, le théorème de Meusnier donne 


, ! 
p RE Do COSD == Po COS , 


Mais si ọ est l'angle que la tangente (mt, m't') fait avec la génératrice du 
cylindre projetant, c’est-à-dire avec la verticale du point (m, m'), la rela- 
tion d’Euler, appliquée à ce cylindre dont la section droite est le cercle de 
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Tok 
Sr 


rayon oa =r, Montre que 


Il vient donc 
r cos 6’ 


Ov = PRE STATE ST | 
: sin? © COS 6) 


expression facile à construire, et le problème est résolu. 


c. — ÉTUDE SPÉCIALE DES HÉLICOIDES RÉGLÉS. 


77. Hélicoïde gauche à cône directeur, — Après les surfaces gauches 
algébriques, la plus simple des surfaces gauches est l’hélicoïde engendré 
par une droite D animée d’un mouvement hélicoïdal autour d’un axe Z, 
c’est-à-dire dont le déplacement z dans le sens de cet axe est lié à la rota- 
tion œw autour de cet axe par la relation 


(1) 32—=h", 


où la constante À est le pas réduit de lhélicoïde. Chaque point m marqué 


Fig. 4o. 


sur la droite D décrit ainsi une hélice d’axe Z et de pas réduit 4. Faisons 
une projection sur un plan perpendiculaire à Z que, pour simplifier le lan- 
_gage, nous appellerons plan horizontal. 

Le pied p de la perpendiculaire commune à l'axe Z et à la génératrice D 
décrit une hélice sur le cylindre circulaire de rayon op. La génératrice 
reste tangente à ce cylindre, dit noyau cylindrique, aux divers points de 
l’hélice décrite par p, mais en faisant avec le plan horizontal un angle 9 
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différent de l'angle æ de cette hélice, sinon on tomberait sur le cas de l’héli- 
coïde développable précédemment étudié (n° 45). 

Pour déterminer le plan tangent en m, cherchons la tangente mh à la 
section horizontale en ce point. En projection horizontale, la normale mf à 
celte section coupant en f la normale po à l'enveloppe de mp, on a, par 
application de la formule (11 bis) du n° 22, 


d(pm) = of dw. 


Mais, si z est la cote relative du point p par rapport au plan de section 


horizontale considéré, 
pm =z coto, 


d'où, en tenant compte de (1), 


d(pm)= Ah coto dw. 
Par suite, 


(2) of =h coto, 


et le point f est fixe sur op, quel que soit le point m considéré sur D. On dit 
que p est le pôle des normales le long de D ('). La droite mf étant d’ailleurs 
confondue avec la projection horizontale de la normale en 7m à la surface, 
on voit que le paraboloïde des normales à lhélicoïde le long de D admet 
pour génératrice la verticale du pôle f. 

D’après cela, le plan tangent en p se confond avec le plan projetant 
D horizontalement. Or, ici, le cône directeur étant de révolution à axe 
vertical, son plan normal correspondant est parallèle à ce plan projetant 
qui est, par suite (n° 69), le plan central pour la génératrice D; et, dès 
lors, le point p en est le point central. 

Puisque mA donne la direction des horizontales du plan tangent en m, on 
aura sur D le point de contact d’un plan mené par cette génératrice avec 
l’hélicoïde en abaissant du pôle f une perpendiculaire sur la direction des 
horizontales de ce plan. En particulier, la perpendiculaire à la direction 
des lignes de rappel fait connaître la projection horizontale + du point où D 
touche le contour apparent vertical de la surface. 

De même, si l’on suppose l'hélicoïde éclairé par des rayons parallèles 
faisant l'angle avec l'horizon (et que, sans nuire à la généralité, on peut 
toujours supposer de front), on aura le point d'ombre u sur D en opérant 


(1) H est clair que le segment of a, ou non, le même sens que op suivant que les angles a 
et ọ sont, ou non, tous deux soit aigus, soit obtus. 
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ainsi : le rayon mené par p a pour trace, sur le plan horizontal de m, le 


point s tel que 
ps = 2 col. 


On a donc en ms la direction des horizontales du plan d'ombre mené 
par D; la perpendiculaire abaissée de f sur ms donne, dès lors, le point 
d'ombre u cherché. Mais, si la droite fu coupe en g la perpendiculaire 
menée par © à la projection horizontale ps des rayons lumineux, les 
triangles ofg et pms étant semblables comme ayant leurs côtés deux à deux 


perpendiculaires, on a 
Ogg ps ‘ _3cot 
of _ pm  zscoto 


d'où, eu égard à (2), 
(3) og = h cot. . 


Le point g est donc fixe, quelle que soit la génératrice D considérée. On 
l'appelle le pôle de la courbe d'ombre en projection horizontale. 


78. Surface de vis à filet triangulaire. — Dans le cas particulier où la 
droite (D, D’) rencontre l'axe (Z, Z’), l'hélicoïde décrit devient une surface 


Fig. 41. 


de vis à filet triangulaire d’angle ©. Voyons ce que donnent en ce cas les 

théorèmes démontrés au numéro précédent. 
La détermination des plans tangents se fait encore au moyen du point f 

situé sur la perpendiculaire menée par o à D (qui passe ici par ce point) et 
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à une distance de ce point donnée par 


of = h coto, 


le vecteur of étant porté dans un sens tel que la tangente à la trajectoire 
de f entrainé dans le mouvement hélicoïdal soit parallèle à D. 

Pour la construction de la courbe d'ombre produite par des rayons paral- 
léles inclinés à l'angle Ÿ sur l'horizon, ayant déterminé, comme ci-dessus, 
le point g sur la perpendiculaire menée par o à la direction de la projection 
horizontale de ces rayons, et à une distance de o donnée par 


og —"h cot, 


on joint ce point fixe g à chaque point f du cercle ( f) de centre o, ce qui 
donne le point d'ombre u sur la génératrice D perpendiculaire à of. 


Il est facile de construire la tangente ut à la courbe d'ombre en u. En 
effet, le segment uf étant orthoptique pour le point o, et pivotant autour du 
point œ, le théorème du n° 26 montre que, si la tangente en f au cercle de 
centre de o que décrit ce point coupe en ż la tangente cherchée, l'angle fot 
est égal à l'angle gou, et, par suite, à l'angle xof dont les côtés sont 
perpendiculaires à ceux de gou. Il en résulte que les points £ et æ sont 
symétriques par rapport à f, construction que Poncelet a obtenue par une 
tout autre voie. 


Remarque. — Il est facile de voir que si le point g est sur le cercle ( f), 
c'est-à-dire si l'angle ẹ du rayon lumineux avec l'horizon est égal à l'angle 9 
de la sur face de vis, la projection (u) de la courbe d'ombre est une strophoïde 


droite. En effet, en ce cas, les angles ofg et ogf sont égaux. Donc, si uf 


coupe en / la perpendiculaire à og mené par o (parallèle à R par conséquent) 
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les triangles rectangles olg et ouf sont égaux et l’on a ou — ol, et aussi, si 
ou coupe en č la tangente en g au cercle ču = ig, ce qui est la définition 
même de la strophoïde droite de sommet o et de point double g. 


79. Hélicoïdes réglés à plan directeur. — Lorsque © = 0, on a un héli- 
coïde à plan directeur. La construction des plans tangents le long d’une 
génératrice (D, D’), au moyen du foyer f, devient illusoire en ce cas, 
attendu que, ọ étant nul, la formule of = coto donne ici of =œ. Le 


Fig. 43. 


- 
point fest à l'infini sur la perpendiculaire op abaissée de o sur D; ce qui 
montre que l'horizontale du plan tangent en chaque point de (D, D^) se 
confond avec cette droite, ainsi qu’on le savait a priori. Il faut, pour déter- 
miner le plan tangent, recourir à une autre tangente particulière. 

Considérons l’hélice décrite par un point quelconque (m, m') de (D, D’). 
Pour avoir sa tangente, prenons un plan horizontal auxiliaire placé par 
exemple à la cote 5 (H étant le pas du mouvement hélicoïdal et, par suite, 


de l’hélice considérée) au-dessous de (m, m'). La formule (3) du n° 35 
donne ici pour la sous-tangente mt située dans ce plan 


T 
mit = — OM, 
2 


ce qui détermine le point ż sur la perpendiculaire élevée en m à om, et, par 
une ligne de rappel, le point z’. Le plan tangent en (m, m’) est donc déter- 
miné pår les droites (D, D’) et (m, m't); mais nous allons simplifier cette 
construction. 
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Considérons un paraboloïde de raccordement à l’hélicoïide le long 
de (D, D’); l’un de ses plans directeurs est horizontal comme celui de cet 
hélicoïde; choisissons l’autre perpendiculaire à (D, D’). Le plan tangent 
en (m, m') ayant pour trace horizontale la parallèle à D menée par ż, il 
nous suffit de prendre l'intersection m, de cette parallèle et de la perpendi- 
culaire à D en m, pour avoir la seconde génératrice (mm, m'm) du para- 
boloïde de raccordement, passant par (m, m'). 

Au point (p, p') donné par la perpendiculaire op à D, qui est le point 
central sur (D, D’) le plan tangent est perpendiculaire au plan directeur ; 
la tangente perpendiculaire à (D, D’), en ce point, se confond donc avec la 
verticale de (p, p') et, par suite, la génératrice du paraboloïde de raccorde- 
ment, située dans le plan horizontal que nous avons choisi, est la droite pmo. 
Il est d’ailleurs très facile de construire directement cette droite. 

Les triangles rectangles mmt et pmo, semblables comme ayant leurs 
côtés deux à deux perpendiculaires, donnent, en effet, 


mm Mt T 
— = — = -y 
mp mo 2 


ce qui montre que la trace horizontale du paraboloide est la droite pm, dont 


le coe f ficient angulaire par rapport à pm est 3 (As 


. 
(1) On peut, avec une précision très suffisante pour l'exécution des épures, construire 
approximativement la droite pm, ayant par rapport à pm le coefficient angulaire z? En vti- 


lisant la construction bien connue de Mascheroni qui est la suivante : 
De p comme centre, avec pm pour rayon, on décrit un demi-cercle am sur lequel on 


TAA 
Fig. 44. 


, . 
marque les sommets b et c du demi-hexagone régulier inscrit. Les cercles de centre m et a 
et de rayon mb — ac se coupant en d (sur le rayon perpendiculaire à pm), on décrit de c 
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Dès lors, pour avoir le plan tangent en (m, m’), il suffit d'élever en m 
à D une perpendiculaire qui rencontre cette trace en m,; ce point étant rap- 
pelé en m, le plan tangent en (m, m’) est donné par (D, D") et (mm, m'm,). 

La construction donnée au n° 77 pour la courbe d’ombre subsiste ici 
intégralement ; toutefois, le pôle f étant, en ce cas, à l'infini sur op, la pro- 
jection horizontale de la courbe d'ombre se confond avec le lieu des projections 
orthogonales du pôle g sur les tangentes au cercle (p); c’est donc un limaçon 
de Pascal. 


80. Surface de vis à filet carré. — Dans le cas où la droite (D, D’) du 
numéro précédent rencontre constamment laxe (Z, Z') et, par suite, 
lorsque, en projection horizontale, la droite D passe constamment par le 
point fixe o, on a la surface de vis à filet carré. 

Pour la détermination du plan tangent, il n’y a rien à changer à ce qui a 


Mo 


été dit ci-dessus. On construit par p la trace pọ m du paraboloïde de raccor- 
dement à plan directeur normal à (D, D’), dont le coefficient angulaire 


T 1 : = e ; ! 21: à z 1e 
est Z+ Pour avoir le plan tangent en (m, m'), on élève à pm la perpendicu- 
laire en m qui coupe cette trace en m,; on rappelle m, en m, dans le plan 

; MARS H £ 
horizontal situé à la cote — (H étant le pas) au-dessous de (m, m'); le plan 

| 4 
tangent est déterminé par (D, D’) et (mm, m m, ). 
comme centre, avec cd pour rayon, un cercle qui coupe le cercle abc en e. Le segment me 


est égal à l’ordonnée cherchée mm, avec une erreur relative qui est de 0,0004 environ. Par 
des calculs tout élémentaires, on trouve en effet que me = 1,5712 pm, alors que 


mm = © pm = 1,5708 pm. 
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D'ailleurs, on a vu au n° 60 que la tangente orthogonale (mme, m'ni) se 
confond avec la seconde a A de l’indicatrice en (m, m'). Le parabo- 
loïde des tangentes orthogonales n’est donc autre que la quadrique oscula- 
trice à la surface le long de (D, D’). 

Enfin, pour la courbe d’ ombre, toutes les droites D passant ici par le 


Fig. 45. 


point o, la projection horizontale (u) de cette courbe d'ombre s'obtient par 


projection orthogonale d’un point fixe g g sur des droites issues d’un autre 


point fixe o. C'est donc un cercle FIM Ay sur og comme diamètre. Joignons le 
point u au centre č de ce cercle. Lorsque la droite D tourne de l’ Er OR 
le point (u, u') s'élève de 3 = hw, et le rayon ču tourne de l'angle 2%. 
Comme on peut écrire 

h 


s= — 20), 
2 


on voit que, sur le cylindre ayant pour base le cercle (u), le point (u, u’) 
s'élève d’une quantité proportionnelle à l'angle dont tourne sa projection 

à Ye i Res 3 WE ERA 
horizontale. Il décrit donc sur ce cylindre une hélice de pas réduit =: Ainsi 


la courbe d'ombre d'une surface de vis à filet carré éclairée par des rayons 
parallèles est une hélice circulaire dont le pas est la mortié de celui de la surface. 
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a. — GÉNÉRALITÉS SUR LES COMPLEXES ET CONGRUENCES. 


81. Coordonnées homogènes de la droite. — Les équations des projec- 
tions, sur les trois plans de coordonnées, d’une droite D de l’espace, paral- 


lèle à la direction 


US AE. 
TOR A 
peuvent s’écrire 
| NY — M3 =p, 
(1) À ls — nx =q, 
| mx Ver, 


d’où l’on déduit immédiatement, entre les paramètres figurant dans ces 
équations, la relation 


(2) lp + mq] + nr =o. 


Remarquons en passant que la droite D, définie par les équations (1), est 
contenue dans le plan d'équation 


(3) PT + qy +rs:—=0 


mené par l’origine. 

Les six paramètres /, m, n, p, q, r, supposés liés par la relation (2), 
déterminent, à un facteur constant près, les équations (1) et, par suite, la 
droite D. 

Pour cette raison, ils sont dits les coordonnées homogènes de cette droite. 
Mas, puisque ces coordonnées : 1° ne sont déterminées qu’à un facteur 
constant près, et 2° satisfont à la relation homogène (2), elles n’équivalent, 
en réalité, qu'à quatre paramètres distincts. Il faut, en effet, comme 
on sait, quatre conditions pour déterminer une droite de l’espace. 

La signification géométrique des six paramètres est immédiate : l, m, n 


D'OGACNE. 20 
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sont les projections sur les axes, et p, q, r les moments, par rapport à ces 
axes, d’un vecteur quelconque porté par la droite considérée. Si, dans les 
équations (1), les paramètres /, m, n s’annulent, alors que p, q, r restent 
finis, æ, y, z doivent nécessairement être infinis, d’où l’on conclut que les 
coordonnées 0, 0, 0, p, q, r représentent la droite à l'infini du plan que 
définit l'équation (3). 

Si l’on veut former la condition nécessaire et suffisante pour que deux 


droites 
la ! 
93 


p'ugnr 


({,m,n,p,q,r) et (l,m',n 


se rencontrent, il n’y a qu’à éliminer x, y, z entre les quatre équations 
obtenues par le choix de deux équations dans le groupe (1) relatif à chacune 
des deux droites. Mais la troisième équation du groupe, pour chaque droite, 
étant, eu égard à (2), une combinaison linéaire des deux autres, il suffit, 

pour avoir le résultat de l’élimination cherché, de former une combinaison 
linéaire des six équations des deux groupes (1), d’où æ, y, z aient disparu. 
Cette combinaison est facile à former. Il n’y a qu’à multiplier les équations 
relatives à D par l’, m', n', celles relatives à D’ par l, m, n, et à faire la 
somme. Cela donne 


(4) ©- Up+mqgq+ n'r lp'+ mq'+nr'=o. 


82. Divers systèmes infinis de droites dans l'espace. — La position 
d'une droite de l’espace comportant, d’après ce qui vient d’être vu, quatre 
degrés d’indétermination, on pourra, dans l’ensemble quadruplement infini 
des droites de l’espaçe, considérer des systèmes triplement, doublement ou 
simplement infinis en astreignant les droites de ces systèmes à une, deux ou 
trois conditions simples susceptibles de s'exprimer par autant de relations 
homogènes entre les coordonnées /, m, n, p, q, r de ces droites. 

C’est ainsi qu'une seule équation homogène entre ces coordonnées définit 
un système triplement infini ou complexe de droites, que deux équations 
homogènes définissent un système doublement infini ou congruence, que 
trois équations homogènes définissent un système simplement infini ou 
série. 

Comme exemples de complexes, on peut citer : les droites tangentes 
une surface donnée, ou rencontrant une ligne donnée (qui peut ètre 
l'infini sur un cône donné ou, plus particulièrement, sur un plan donné). 

Comme exemples de congruences : les droites tangentes à deux surfaces 


p- p- 


www.rcin.org.pl 


III) — GÉOMÉTRIE RÉGLÉE. 155 


données, les normales à une ligne ou à une surface, les droites rencontrant ‘ 
une courbe en deux points (!). 

Comme exemples de séries : les génératrices de même système d’une 
quadrique réglée [ce que nous avons appelé précédemment (n° 68) une 
semi-quadrique |, les tangentes à une courbe plane ou gauche et, plus parti- 
culièrement, les droites d’un faisceau plan. ` 

Nous nous bernerons ici à dire quelques mots des complexes el con- 
gruences en général pour nous attacher plus spécialement ensuite à l'étude 
des plus simples d’entre eux, le complexe et la congruence linéaires, qui 
jouent un rôle capital dans plusieurs importantes applications (?). 


83. Complexes et congruences algébriques d'ordre quelconque. — Nous 
venons de voir qu'un complexe est défini par une équation homogène entre 
les coordonnées de chacune des droites qui le composent. Si cette équation 


(9) PMP: P)=0 


est algébrique et entière, de degré p, le complexe est dit lui-même algé- 
brique, d'ordre 11. 

` Si l’on considère toutes les droites du complexe passant par un point 
quelconque de l’espace, la condition double qui leur est ainsi imposée, 
jointe à la condition simple résultant de ce qu’elles appartiennent au com- 
plexe, fait qu’elles satisfont à une condition triple et constituent, par suite, 
une série. Les droites de cette série, passant toutes par un même point, 
engendrent d’ailleurs un cône dont il est bien facile de former l'équation. 
Considérons, en effet, le vecteur joignant un point (+, y, 3) quelconque pris 
sur l’une des droites de la série au point fixe (æ,, Yo, Zo) considéré. Les 
projections de ce vecteur sur les axes sont æ— £o, Y — Yo, Z — 393 ses 
moments par rapport à ces axes ZY o — YZo, V3o — 32o, YLo — LY o. Dès lors, 
d'après ce qui a été dit au n° 81, ces quantités sont respectivement propor- 
tionnelles à /, m, n, p, q, r. Si on les substitue à ces coordonnées dans la 
relation homogène (5) ,on obtient l'équation 


(6) F(T Lon Y — Yos Z — Zo, BV — Y 30, LB0 — 30; Y Lo — V5) 20 


(1) En général, les droites d'une congruence quelconque sont toutes tangentes à deux 
mêmes surfaces, dites surfaces focales de la congruence, ainsi qu'on le démontrera plus 
tard (n° 107). Exceptionnellement, ces surfaces focales peuvent se réduire à des courbes, 
également dites focales, qui rencontrent toutes les droites de la congruence. 

(2) D'excellentes Notions géométriques sur les complexes et les congruences de droites 
ont été données en appendice à la Géométrie du mouvement de Schænflies (traduction 
Speckel) par M. Fouret, ancien répétiteur et examinateur d'admission à l'École. 
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* qui est celle du cône cherché dit cône du complexe pour le point considéré. 
On voit que ce cône est de méme ordre y. que le complexe. 

On peut de même envisager toutes les droites du complexe situées dans 
un même plan quelconque, œù elles ont pour enveloppe une certaine courbe. 
Les tangentes menées d’un point du plan à cette courbe sont les intersec- 
tions, par ce plan, du cône du complexe ayant pour sommet ce point; elles 
sont donc au nombre de y. et, par suite, la courbe enveloppe des droites du 
complexe situées dans le plan considéré, dite courbe du complexe pour ce 
plan, est de classe égale à l’ordre y. de ce complexe. 

Le cas évidemment le plus simple est celui où l'équation homogène (5) 
est linéaire, auquel cas on a un complexe linéaire. Les cônes et courbes d’un 
tel complexe, respectivement d'ordre 1 et de classe 1, se réduisent alors, les 
uns à des plans, les autres à des points. Remarquons, en outre, que l’équa- 
tion (5) contenant, en ce cas, cinq paramètres, un tel complexe est complè- 
tement déterminé par cinq conditions simples, et notamment par la con- 
naissance de cinq droites, projectivement indépendantes, y appartenant. 
Nous allons faire une étude spéciale de ces complexes que nous désignerons 
par la notation G. 

De mème, l’ensemble de deux équations homogènes telles que 


PORN ED goto; 


ra 


4 


G(/,m,n,p,q,r 


algébriques et entières, des degrés y. et v, définit une congruence algébrique 
dont l’ordre est le nombre des droites y appartenant passant en tout point 
de l’espace, et la classe, le nombre de ces droites contenues dans tout plan 
de l’espace. 

D'une manière générale, l’ordre sera égal au nombre des génératrices 
communes aux cônes des complexes F et G ayant même sommet, la élasse, 
au nombre des tangentes communes aux courbes de ces complexes conte- 
nues dans un même plan; ces nombres sont, en général, tous deux égaux 
à uy; mais diverses circonstances peuvent intervenir pour altérer inégale- 
ment cette borne commune de l’ordre et de la classe; aussi arrive-t-il 
souvent que ces nombres sont inégaux. 

Citons-en un exemple : les cordes d’une cubique gauche forment une 
congruence d'ordre 1 et de classe 3. Il ne peut, en effet, passer deux cordes 
d’une cubique gauche par un point de l’espace, sans quoi les extrémités de 
ces cordes constitueraient quatre points de la courbe dans un même plan, 
ce qui serait contraire à l'hypothèse; d'autre part, on a, dans tout plan, 
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trois cordes obtenues en joignant deux à deux les trois points où ce plan 
rencontre la cubique. 

Si les équations F= o et G = o sont linéaires, la congruence correspon- 
dante est elle-même dite linéaire. Nous la désignerons par la notation c. 


b. — COMPLEXES ET CONGRUENCES LINÉAIRES. 


, 


a. — PROPRIÉTÉS SPÉCIALES DES COMPLEXES LINÉAIRES. 


84. Pôle et plan polaire. Droites conjuguées. — D’après ce qui vient 
d'ètre dit, dans un complexe linéaire G, toutes les droites passant par un 
même point sont situées dans un même plan dit plan polaire de ce point; 
toutes les droites situées dans un même plan passent par un même point 
dit pôle de ce plan. Par suite, tous les points et tous les plans de l’espace 
sont, par rapport au complexe C, asssociés deux à deux, chaque point se 
trouvant situé dans le plan correspondant. 

La propriété fondamentale des G consiste en ce que, st le pôle P du plan 7 
est situé dans un plan v', réciproquement, le pôle P' de ce plan 7' est situé dans 
le plan +. En effet, le pôle P, qui est dans le plan 7, étant aussi, par hypo- 
thèse, dans le plan 7’, se trouve nécessairement sur la droite d’intersection D 
de ces plans. D'ailleurs, cette droite, passant par le pôle P du plan + qui la 
contient, appartient au complexe. Appartenant au complexe, et se trouvant 
dans le plan 7’, elle passe aussi par le pôle P’ de ce dernier; ce pôle P’ étant 
sur la droite D est bien dans le plan +. 

Soit P le pôle d’un plan 7z que nous supposons pivoter autour d’une 
droite D ne faisant pas partie du complexe. Proposons-nous de trouver le 
lieu du point P. Pour cela, remarquons que, le plan + contenant tous les 
points de la droite D, son pôle P se trouve à la fois dans les plans polaires 
de tous ces points, et cela ayant lieu quel que soit le plan x mené par D, il 
en résulte nécessairement que tous ces plans polaires passent par une même 
droite D’. On voit, en outre, que la droite D est donc le lieu des pôles des 
plans passant par D'. Il y a, par suite, au point de vue des propriétés 
polaires, réciprocité entre les droites D et D’ qui, pour cette raison, sont 
dites conjuguées par rapport au complexe G. 

Si la droite D appartenait au complexe, elle coïnciderait avec sa con- 
Juguée D’, puisque tout plan passant par D aurait son pôle sur cette droite 
même. 
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On voit immédiatement que toute droite d'un D qui rencontre une droite D 
rencontre aussi sa conjuguée D'. Si, en effet, la droite y rencontrant D 
appartient à un C, le pôle du plan (D, y) se trouve sur cette droite y, 
mais il se trouve aussi sur la conjuguée D’ de D; il faut donc que ces 
droites y et D’ se rencontrent. 

De même, toute droite rencontrant deux droites D et D'conjuguées par rap- 
port à un G appartient à ce complexe. En effet, le plan de cette droite y et de 
l’une des conjuguées D’, par exemple, a son pôle sur l’autre conjuguée D ; 
mais ce pôle est dans le plan (D', y); il se trouve donc à la rencontre de D 
et de ce plan qui n’est autre que le point commun à D et y. Dès Lors, y pas- 
sant par le pôle du plan (D’, y) qui la renferme appartient au G. 


Il résulte de là que deux couples quelconques de droites conjuguées par 


rapport à un Q appartiennent à une même semi-quadrique. Soient, en eflet, 
les couples (D, D’) et (D,, D‘). Toutes les droites y rencontrant trois de ces 
droites D, D’ et D,, par exemple, engendrent une semi-quadrique pour 
laquelle D, D'et D,, génératrices de l’autre système, déterminent la semi- 
quadrique complémentaire. Or, toute droite y rencontrant D et D’ appar- 
tient au G; appartenant à ce G et rencontrant D,, elle rencontre aussi D’. 
Toutes les génératrices y de la première semi-quadrique rencontrant D, 
c’est que cette droite appartient à la semi-quadrique complémentaire définie 
par les droites D, D’ et D,. 


89. Diamètres et axes. — Si l’on considère tous les plans parallèles à un 
plan donné, on peut les regarder comme passant par la droite à linfini de 
ce plan. Leurs pôles sont donc distribués sur la droite conjuguée de cette 
droite de l'infini. Une telle droite est dite un diamètre du complexe con- 
jugué de la direction de plan considérée (1). | 

Or, par chaque droite de l'infini passe, en particulier, le plan de l'infini. 
Tous les diamètres contiennent donc le pôle de ce plan de l'infini, c'est-à- 
dire un point déterminé de ce plan de l'infini. Autrement dit, tous les dia- 
mètres sont parallèles entre eux. 

A chacun d’eux correspond une direction déterminée de plans parallèles. 
L'une de ces directions de plans est perpendiculaire à la direction commune 
des diamètres. Le diamètre correspondant est dit l'axe du complexe. 

Si nous représentons par X l'axe du complexe et par X, la droite à l'infini 
des plans qui lui sont perpendiculaires, c’est-à-dire sa droite conjuguéé, et 


(1) On appelle parfois ce diamètre conjugué l'adjointe de cette direction de ce plan. 
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si, d'autre part, nous prenons un autre couple quelconque de droites conju- 
guées D et D’, la proposition démontrée à la fin du numéro précédent nous 
montre que les quatre droites X, X,, D et D’ appartiennent à une même 
semi-quadrique qui est ici un paraboloïde hyperbolique puisque l’une de 
ses génératrices est rejetée à linfini, et ce paraboloïde a pour première 
direction de plan directeur celle des plans passant, à l'infini, par la droite X,,, 
c'est-à-dire des plans perpendiculaires à X, direction qui est dite orthogra- 
phique pour le G considéré. La seconde direction de plan directeur est 
donnée par deux des génératrices de la semi-quadrique considérée, D et D’ 
par exemple. Cette direction de plan étant aussi parallèle à la génératrice X 
de -la même semi-quadrique est perpendiculaire à la direction de plan 
orthographique ('). Il en résulte que les projections des droites D et D' sur un 


plan orthographique sont parallèles entre elles. 


Toutes les génératrices du paraboloïde défini par D et D’, qui sont paral- 
lèles au plan orthographique, sont des droites du complexe puisqu'elles 
rencontrent D et D’. Elles rencontrent toutes l’axe X (qui est de mème sys- 
tème que D et D'). Donc, en projection sur le plan orthographique, elles 
passent par le pied de cet axe. Parmi ces projections, il en est une qui est 
perpendiculaire aux projections de D et D’ parallèles entre elles. Dans 
l’espace, la génératrice correspondante est aussi perpendiculaire à D et à D’ 
puisqu'elle est parallèle au plan de projection; c’est donc leur perpendicu- 
laire commune. Nous voyons ainsi que la perpendiculaire commune à deux 
droites conjuguées quelconques D et D', par rapport à un complexe G, fait 
partie de ce complexe et rencontre à angle droit l'axe X du complexe. 


86. Génération d'un complexe linéaire. — Soient, sur un plan orthogra- 
phique, X la projection, réduite à un point, de l'axe du complexe G, 
ab, celle d’une droite quelconque de ce complexe, dont la trace sur le plan 


orthographique choisi est b,. La perpendiculaire commune à cette droite et 


à l'axe, projetée suivant la perpendiculaire Xa, abaissée de X sur 4,b,, 
appartient, comme on l’a déjà vu, à G puisqu'elle rencontre à la fois l’axe et 
sa conjuguée (droite à l'infini du plan orthographique). Cette perpendicu- 
laire commune détermine donc, avec a,b», le plan polaire du point ay, et la 


(1) On voit donc que le paraboloïde qui contient D, D'et X est équilatère et, de plus, 
que X est perpendiculaire à toutes les génératrices du second système (parallèles au plan 
orthographique). Autrement dit, cette génératrice X est, dans le système de D et D’, la ligne 
de striction (n° 69) du paraboloïde, i 
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trace de ce plan polaire sur le plan orthographique sera une droite b,b 
parallèle à X a,. 

Toute autre droite a,b du complexe passant en a,, et étant dans ce plan 
polaire, aura sa trace orthographique b sur cette trace b,b du plan polaire. 
Si nous appelons ọ la plus courte distance, projetée suivant Xa, de l’axe et 


de cette droite, « langle que fait cette droite avec l’axe, p, et æ, les mêmes 
quantités pour la droite a,b,, nous voyons que la similitude des triangles 
X aa, et a,b,b donne immédiatement 


Xa.ab=Xa,.ab; 


ou, si l’on appelle z la cote du point a, par rapport au plan orthographique 
de projection, 
p.25 tanga = pi. 3 lang, 


c'est-à-dire, lorsqu'on représente par A la valeur constante 9, tanga, , 
p tanga — h. 


Ainsi, pour toutes les droites du complexe G passant par un même point a,, 
le produit ọ tanga a une valeur constante h. 

Elle est donc la même pour deux droites quelconques du complexe qui se 
rencontrent, comme on le voit en prenant leur point de rencontre pour 
point a, de la démonstration précédente ; mais il y a plus : cette constante h 
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est la méme pour toutes les droites du complexe. Il suffit, pour létablir, de 
montrer qu'elle est la mème pour deux droites quelconques y et y’ du com- 
plexe ne se rencontrant pas. Or on peut toujours trouver une droite y” du 
complexe rencontrant les deux précédentes. Il n’y a, pour cela, qu’à consi- 
dérer le plan polaire + d’un point P quelconque de la droite y, à prendre le 
point de rencontre P'de ce plan z avec la droite y’; la droite PP’ est une 
des droites y” cherchées. Dés lors, les droites y et y” se rencontrant, ont 
même constante A; de même y” et y’; donc la constante A est la même pour y 
et. aA 

Or si, sur un cylindre de révolution, d’axe X et de rayon £, on considère 
une hélice dont le pas réduit soit égal à 4, chaque binormale à cette hélice, 
perpendiculaire au rayon du cylindre aboutissant au point correspondant, 


fait avec laxe X un angle «, égal à l'angle de cette hélice (n° 38) tel, par 


suite, que 
p tango =ñ. 


Chacune de ces binormales se confond donc avec une droite du com- 
plexe ©. On voit ainsi que ce complexe G se compose de toutes les binormales 
à toutes les hélices, de même pas réduit h, décrites sur tous les cylindres de 
révolution autour de l'axeX du complexe. 

Le.système de ces binormales est bien, comme on le voit, triplement 
infini : en effet, sur chacun des cylindres, en nombre +", il y a un nombre +! 
d’hélices de même pas, et pour chacune de ces hélices, les binormales sont 
en nombre æ'. 

De plus, si l’on se reporte à la démonstration qui précède, on voit que Le 
plan polaire en chaque point tel que a, (déterminé par la droite a,b, binor- 
male de l’hélice passant en a,, et Xa, rayon du cylindre en ce point) est le 
plan normal à l'hélice passant en ce point. Toutes les droites de ce plan qui 
passent en 4,, c’est-à-dire toutes les normales à l’hélice, appartiennent donc 
au complexe. Il faut toutefois remarquer que, lorsqu'on dit que toutes les 
normales à toutes les hélices, d’axe X et de pas réduit %, appartiennent au 
complexe, chaque droite de celui-ci se trouve, ‘en réalité, dénombrée une 
infinité de fois. Pour qu’elle ne le soit qu'une seule fois, il faut, comme nous 
l'avons fait tout d’abord, lå considérer comme la binormale à l'hélice pas- 
sant par le pied de la perpendiculaire commune à cette droite et à l'axe du 
complexe. 

Dans le cas particulier où 4 = o (excluant l'hypothèse 4 = o qui donne- 
rait les droites parallèles à l’axe X dont l’ensemble forme une congruence 
et non un complexe) on a ọ = o pour toutes les droites du complexe; autre- 


D'OCAGNE, 21 
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ment dit, on obtient le complexe de toutes les droites rencontrant la 
droite X; un tel complexe C est dit spécial. 
Si A = æ (excluant l'hypothèse o — æ à laquelle ne correspondraient que 


. CET . , ` . » . T . 
des droites tout entières rejetées a l'infini) a: WE: e m N ce qui donne toutes 


les droites perpendiculaires à l'axe X, c’est-à-dire constituant le complexe 
spécial dont laxe est la droite à l'infini des plans normaux à X, c’est-à-dire 
celle que nous avons précédemment désignée par X’, (n° 85). 


87. Polarilé par rapport à un complexe linéaire. Figures réciproques. 
— D'après ce qui précède, on peut, au moyen d’un complexe C, établir 
entre points et plans de l’espace une correspondance univoque (par pôle et 
plan polaire) telle que les plans polaires de tous les points d’un même plan 
passent par le pôle de ce plan, que les plans polaires de tous les points situés 
sur une même droite passent par la conjuguée de cette droite, et inver- 
sement. | 

Si, considérant une figure quelconque F de l’espace, on forme ainsi sa 
polaire F par rapport au complexe G, inversement, la polaire de F’ sera F; 
autrement dit, les figures F et F” seront dites polaires réciproques (*). 

Si l’on suppose, en particulier, que la figure F soit un polyèdre, la 
figure F’ sera un autre polyédre dont les faces seront les plans polaires des 
sommets du premier, dont les sommets seront les pôles des faces du premier 
et dont les arêtes seront les conjuguées des arêtes du premier. 

On sait d’ailleurs, d’après Euler, que si s, f, a sont respectivement les 
nombres des sommets, des faces et des arêtes de l’un des polyèdres, on a 


S+f= a+). 
Si f’, s’, a' sont les mêmes nombres pour l’autre polyèdre, on a 
| M à Pas, Fi ee 47 A 
De plus, tout point se trouvant dans son plan polaire, chaque sommet 
de F se trouve dans la face correspondante de F’ et réciproquement. 


Chacun des deux polyèdres F et F est donc à la fois inscrit et circonscrit à 
l’autre. Cette double relation peut, a priori, sembler contradictoire parce 


(1) On démontre que les seules transformations dualistiques réciproques dans l’espace sont 
celles que réalise la polarité, soit par rapport à une quadrique, soit par rapport à un com- 
plexe linéaire, La particularité qui distingue ce second cas tient à ce que le plan polaire de 
tout point contient ce point. 
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que, lorsqu'on parle d’un polyèdre inscrit dans un autre polyèdre, on ima- 
gine ordinairement ses sommets à l'intérieur des faces du second, alors 
qu'en réalité le terme signifie que ces sommets se trouvent n'importe où 
dans les plans de ces faces indéfiniment prolongés. 

Par exemple, les deux tétraëdres ABCD ét A'B'C'D' de la figure, obtenus 
par association convenable des huit sommets d’un cube, ont entre eux ce 


Fig. 48. 


genre de relation. Chaque sommet de l’un ou l’autre tétraëdre, désigné par” 
une des quatre premières lettres de l'alphabet, se trouve dans la face du 
tétraèdre opposé que désignent les trois autres de ces quatre premières 
lettres. 

C’est en partant de la considération de ces polyèdres réciproques dans 
l'espace, que Cremona est parvenu au mode de génération le plus général 
des figures dites réciproques dans le plan (que nousrencontrerons en statique 
graphique) et cela de la façon suivante (!) : 

Projetons maintenant les deux polyèdres sur le plan orthographique 
(perpendiculaire à laxe du complexe); les projections obtenues sont deux 
figures douées de propriétés réciproques. A chaque côté de la première 
figure correspond un côté parallèle de la seconde, car deux côtés corres- 
pondants sont les projections de deux arètes conjuguées des deux polyèdres. 
Si l’un des polyèdres a un angle solide au sommet duquel viennent con- 
courir m arêtes, si, par conséquent, l’une des figures orthographiques pos- 


(*) Les figur es réciproques en Statique M agne da pgr L. CREMONA. Traduction fran- 
çaise de L. Bossut (Gauthier-Villars, 1885), p. 4 et 5. 
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sède un nœud auquel viennent concourir m côtés, les » côtés correspon- 
dants de l’autre figure orthographique forment un polygone fermé. 

» Dans un polyèdre chaque arête est commune à deux faces et passe par 
deux sommets; chaque face a au moins trois arêtes, et trois au moins 
viennent concourir en chacun des sommets; donc, dans l’une et l’autre des 
figures orthographiques, chaque côté est commun à deux polygones et 
passe par deux nœuds; trois côtés au moins viennent passer par un mème 
nœud et chaque polygone a au moins trois côtés. » 

Tous ces caractères se retrouveront dans les diagrammes réciproques que 
nous rencontrerons en statique graphique. 


8. — ÉLÉMENTS COMMUNS A PLUSIEURS COMPLEXES LINÉAIRES. 
CONGRUENCES LINÉAIRES. 


88. Congruences linéaires. Faisceaux de complexes linéaires. — Si nous 
écrivons l'équation générale d’un complexe linéaire sous la forme 


C—2al+$Bm+yn+Ôp+Eeg +or=0, 


nous pouvons, à titre de lemme, établir la relation qui doit exister entre les 
coefficients «, 8, ..., 2 de cette équation pour que le complexe qu'elle 
représente soit spécial (n° 86, ín fine), c'est-à-dire pour que toutes les 
droites qui le composent rencontrent une même droite D. La condition de 
rencontre de cette droite D et d’une droite quelconque (4, m, ...,r) du 
complexe est, d’après la formule (4) du n° 81, exactement de même forme 
que G— 0, ce qui exige que les coordonnées de D soient (si on les prend 
toujours dans le même ordre) ò, £, ?, 4, 5, y. Ces coefficients, représentant 
dès lors les coordonnées de cette droite, doivent être liés par la formule (2) 


du n° 81, savoir 
(1) où + GE. + 79 — 0: 


Telle est la relation cherchée. 
Cela posé, soient 


G= æl T Bom T yor a ò p ae Eog + 9a = 0, 


G—=al+Bim+yn+ûp+eg+opr—=o 


les équations de deux complexes linéaires. Les droites qui leur seront com- 
munes constitueront, d’après ce qui a été vu au n° 83, une congruence 
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d'ordre 1 et de classe 1 (aucune réduction n'étant ici possible); c’est ce 
P ; 
qu'on appelle une congruence linéaire. On dit parfois qu’elle forme l'inter- 
section des deux complexes G, et ©. 
Nous la représenterons par c. 
Si nous remarquons que les coordonnées de toute droite de la con- 
I l 
gruence c satisfont à une équation telle que 


(2) C,+-1G,—0, 


nous pouvons dire que cette congruence constitue un élément commun à 
tous les complexes, en nombre +', obtenus lorsqu'on fait varier À dans la 
dernière équation écrite, et dont l’ensemble forme ce qu’on appelle un fais- 
ceau de complexes. On dit alors que la congruence c est la base de ce 
faisceau. 

Parmi les complexes de ce faisceau, il s’en trouve deux de spéciaux que 
nous représenterons par S et S’. Si, en effet, nous écrivons, entre les coeffi- 
cients 4, + Aa, Bot AG, <, 9, + Ao, de (2), la condition (1) pour que 
le complexe soit spécial, nous ble nons une équation du deuxième degré 
en À, dont les racines, réelles, imaginaires ou confondues, font connaître 
l’une S, l’autre S’. La congruence c peut donc être regardée comme l'inter- 
section de S et S’. Toutes les droites qui la composent rencontrent donc deux 
mêmes droites (dites ses directrices) qui sont les axes, l’une de S, l’autre de S 

Il est d’ailleurs bien clair, réciproquement, que la congruence formée 
par toutes les droites qui rencontrent deux droites données est d'ordre et de 
classe 1, donc une congruence linéaire. 

Mais il y a plus : les droites D et D' que rencontrent toutes les droites de la 
congruence c sont conjuguées par rapport à l'un quelconque des complexes du 
raoran (2). 

En effet, toutes les droites passant par un point M de D et s'appuyant 
sur D’ appartiennent à la congruence et, par suite, au complexe envisagé. 
Elles sont donc situées dans le plan polaire de ce point qui n’est autre, dès 
lors, que le plan MD’. Donc, les plans polaires de tous les points de D con- 
tiennent D’, ce qui établit la proposition (n° 84). 

Si l'équation du deuxième degré en À servant à déterminer S et S’ a une 
racine double, il semble, au premier abord, D et D’ étant alors en coïnci- 
dence, que la congruence c ne se distingue plus du complexe spécial ayant 
pour axe cette directrice unique; mais pour voir qu'il n’en est rien, il suffit 
de considérer d’abord les directrices D et D’ comme infiniment voisines et 
de passer à la limite, On voit alors que, dans ce cas limite, les droites de la 
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congruence c sont toutes les tangentes à une certaine quadrique le long de 
sa génératrice D. 

Remarquons enfin que, puisqu'il n'existe, en général, que deux droites 
rencontrant quatre droites données, une congruence c est entièrement définie 
lorsqu'on s'en donne quatre droites, à la condition toutefois que ces quatre 
droites n’appartiennent pas à une même semi-quadrique. 


Cas singulier. — Si les deux complexes spéciaux définissant le faisceau 
ont des axes qui se rencontrent, la congruence, intersection de ces com- 
plexes,.qui se compose de toutes les droites rencontrant ces axes, comprend 
donc, avec les droites situées dans leur plan, toutes celles qui passent par 
leur point d’intersection. Le faisceau est alors dit lui-même spécial, ne 
comprenant que des complexes spéciaux. 


89. Réseaux et autres systèmes de complexes linéaires. — Si, de même, 
nous envisageons trois complexes linéaires 


GES Gb, Ho, 


les droites qui leur sont communes forment un système æ', c’est-à-dire une 
série ; autrement dit, elles constituent les génératrices d’une certaine surface 
réglée. Et, d'autre part, elles appartiennent à chacun des complexes com- 


pris dans l'équation 
GC, Fr FY À, Gi pe Aa Gi O, 


qui définit ce qu’on appelle un réseau de complexes, dont la surface réglée 
commune constitue la base. Or, si au moyen des coefficients 
oo + Ait ha, Bo + À Bi + AB t.. Q+ À, Q, a Ai Oa 


on forme la condition (1) du n° 88 pour que le complexe devienne spécial, 


on obtient une équation quadratique en À, et À, fournissant un nombre w". 


de solutions. Les axes de ces complexes spéciaux forment donc, eux aussi, 
une série dont chaque droite est rencontrée par chacune des droites de la 
surface base du réseau. Cela-exige que chacune de ces séries (celle des droites 
de la base et celle des axes des complexes spéciaux du réseau) soit une semi- 
quadrique, ces deux semi-quadriques étant d'ailleurs complémentarres. 

Dans le cas de quatre complexes, on a un nombre fini de droites com- 
munes à tous les complexes du système œ* défini par l'équation 


G + À, G + %G, me Re O. 


La condition (1) du n° 88, formée avec les coefficients de cette équation 
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générale, quadratique en À,, À, et às, montre qu’on a alors un nombre o? 
de complexes spéciaux dont les axes forment dès lors une congruence. Ces 
axes rencontrant les droites en nombre fini communes à tous les complexes 
du système, celles-ci ne peuvent être qu’au nombre de deux (sans quoi les 
axes les rencontrant constitueraient une semi-quadrique et non une con- 
gruence) et, dès lors, les axes des complexes spéciaux du système forment 
une congruence linéaire ayant pour directrices les deux droites communes à 
tous les complexes du système. 
Enfin si l’on considère le système æ* dont l'équation est 


C, + À; C,+ AG, -+ À: C. + AC, rana 0, 


les complexes qui le composent n’ont plus aucune droite commune, et, par 
suite, il n’y a plus lieu de faire à son occasion un raisonnement analogue à 
celui des cas précédents. Mais, si l’un des complexes du système est spécial, 
son axe, d’après ce qui a été vu au n° 88, a pour coordonnées 


l—= 0, + kid Hi: HA, de me eA RTE 8 
n= git hp HeH AO, p = dot hay Fe e HAr Ei 
g EB M Bi Heis Arb r = Jo + Ayite E AY 


et il est clair qu'entre ces six quantités dépendant linéairement des quatre 
paramètres A1, Aa, As, Ar, Il existe nécessairement une relation linéaire et 
homogène. Si, en effet, on forme l'expression 


H=L/+Mm+Nn+Pp+Qg+Rr 
et qu’on l'ordonne sous la forme 
PE: MS: ALORS à ES AE o GER: GE 
on voit qu’en annulant les cinq expressions H,, H,, ..., Ha, on obtient 
cinq équations linéaires et homogènes en L, M, ..., R, qui permettent de 
déterminer un système de valeurs de ces coefficients tel que H =o. Cette 


relation linéaire et homogène en 4, m, ...,r établit que les axes des com- 
plexes spéciaux du système forment eux-mêmes un complexe linéaire. 
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90. Généralités. Mouvements correspondant aux divers degrés de 
liberté. — Une figure invariable étant constituée par un ensemble de points 
dont les distances mutuelles restent invariables, la Géométrie cinématique (1) 
a pour objet l'étude des propriétés géométriques des trajectoires décrites 
simultanément par les points d'une figure invariable en mouvement, et, 
plus généralement, l’étude des êtres géométriques engendrés par les divers 
éléments liés à cette figure. 

On y envisage donc la suite continue des positions successivement 
occupées par ces divers éléments, sans avoir égard au temps employé à 
passer de l’une à l’autre de ces positions. Lorsque s’introduit la considéra- 
tion de ce temps, on passe du domaine de la géométrie cinématique à celui 
de la cinématique proprement dite. 

Il n’est, au reste, pas malaisé d'établir, sur le terrain de la pure géomé- 
trie, un rapprochement assez étroit entre les deux ordres d'idées. Si l’on 
suppose les variations des positions de la figure régies par un paramètre 
quelconque, on peut, soit se borner à envisager les variations infiniment 
petites simultanées des divers éléments de la figure, soit recourir à la consi- 
dération de leurs dérivées prises par rapport au paramètre variable et 
figurées géométriquement. Dans le premier cas, on fait de la géométrie 
cinématique; dans le second, lorsqu'on donne au paramètre arbitraire le 
nom de temps, de la cinématique proprement dite. Mais qn conçoit a priori 
que les considérations géométriqués intervenant à propos de l’un des cas 
trouvent encore à s'appliquer dans l’autre. Nous aurons d’ailleurs occasion 


(!) On retrouve les premières assises de ce corps de doctrine dans diverses recherches de 
Cauchy et de Chasles; mais ce sont les travaux du colonel Mannheim, titulaire pendant de 
longues années de la chaire de Géométrie de l'École, qui, tout en accroissant sensiblement 
son domaine, lui ont, sous le nom ici employé, conféré une autonomie propre, notamment 
dans son grand ouvrage : Principes et développements de Géométrie cinématique (Gauthier- 
Villars, 1894). 
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d'en rencontrer dans la seconde partie du Cours (V.B.), un exemple remar- 
quable. 

= Nous venons de regarder le mouvement de la figure mobile comme 
dépendant d’un paramètre variable. C’est, en effet, là le cas du mouvement 
pris dans le sens ordinaire du mot, celui de la mécanique, pour lequel tout 
point de la figure en mouvement se déplace sur une ligne déterminée qui est 
dite sa trajectoire. Mais, si l'on se place au point de vue de la pure géo- 
métrie, une généralisation s'offre d'elle-même qui consiste à envisager 
l’ensemble des positions de la figure correspondant à la variation continue, 
non pas d’un seul, mais de plusieurs paramètres et, par une extension de 
terme toute naturelle, on dira, en pareil cas, qu'il y a mouvement à plusieurs 
paramètres. Voyons en quels nombres ceux-ci peuvent être pris. La posi- 
tion d’un solide dans l’espace dépend de six paramètres. Si, en effet, on 
rapporte ce solide à un trièdre trirectangle qui lui soit invariablement lié, 
on voit que, pour repérer celui-ci par rapport à un trièdre fixe de l’espace, 
il faut connaître les trois coordonnées de son origine et les trois paramètres 
de direction des axes (!). 

On exprime ce fait en disant que, lorsqu'un solide, variable de position 
dans l’espace, n’est astreint à aucune condition, il jouit du sixième degré de 
liberté. S'il doit satisfaire à une condition simple donnée, cela revient à 
faire en sorte que les six paramètres définissant la position du solide satis- 
fassent à une relation ou, ce qui revient au même, à réduire à cinq le 
nombre des paramètres arbitraires dont dépendæette position. On dit alors 
que le solide ne jouit plus que du cinquième degré de liberté et l'ensemble 
des variations continues propres à le faire passer de l’une quelconque de ses 
positions à toutes celles qu'il est susceptible d’occuper porte le nom de 
mouvement à cinq paramètres. L'extension de cette définition aux cas de 
quatre, trois et deux paramètres arbitraires est immédiate. Dans ce dernier 
cas, les points de la figure en mouvement ont pour lieux géométriques cer- 
taines surfaces qui sont alors dites des surfaces trajectoires. Enfin le mouve- 
ment à un paramètre, correspondant au premier degré, est le mouvement 


(1) Si la figure mobile dans l’espace est une ponctuelle (suite de points en ligne droite). 
un paramètre de moins est nécessaire à la fixation de sa position, attendu que celle-ci ne 
change pas lorsqu'on fait pivoter sur elle-même la droite servant de support à cette ponc- 
tuelle. Pour rattacher ce cas au cas général, il suffit d'adjoindre à la ponctuelle un point 
extérieur à son support, mais qui lui soit invariablement lié, que l’on astreindra à une con- 
dition supplémentaire absolument quelconque, pourvu qu'elle soit compatible avec celles 
déjà imposées à la ponctuelle. 
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proprement dit, au sens ordinaire de la mécanique; et c’est, naturellement, 
surtout de lui que nous nous occuperons ici. 

Afin de simplifier l'écriture dans l’exposé qui suit, nous conviendrons de 
représenter, d'une manière générale, par M” un mouvement au n°" degré 
de liberté, En imposant à un tel mouvement une condition supplémentaire, 
on obtient, en nombre infini, des mouvements A! tous compatibles avec 
les conditions ayant servi à définir le mouvement AN" considéré. Nous 
dirons que ces mouvements A! sont contenus dans le M” en question. 

Les considérations qui précèdent peuvent être répétées dans le cas des 
mouvements plans, à cette différence près qu'ici le dernier degré de liberté 
est le troisième. Là encore le mouvement proprement dit est un M". 

Les conditions imposées au solide mobile (au nombre de 6— n pour 
le niè degré de liberté), prises sous forme géométrique, consisteront, d'une 
manière générale, en un contact entre multiplicités (' ) appartenant l’une à 
ce solide (ou plus exactement à un trièdre de référence qui lui soit invaria- 
blement lié et qui sert à définir le système mobile), l’autre au trièdre de 
référence fixe; le plus souvent, ces multiplicités prendront la forme parti- 
culière où le support de lune est un point, celui de l’autre une surface. 
Autrement dit, un point du système mobile sera astreint à rester sur une 
surface du système fixe ou, réciproquement, une surface du système. Es 
à passer constamment par un même point du système fixe. 


En particulier, tout mouvement M' pourra être déterminé par la condi- 


tion que cinq points du système mobile restent respectivement sur cinq 
surfaces données dans le système fixe (?). Il faut bien remarquer, d’ailleurs, 
que chacun de ces points ne pourra pas occuper sur la surface correspon- 
dante une position quelconque, et qu’il y décrira, au contraire, une trajec- 
toire déterminée par la nature des quatre autres surfaces servant à guider 
le mouvement, 

Si l’on veut astreindre un point du système mobile à décrire une trajec- 
toire définie par rapport au système fixe, cela revient à l'obliger à rester à 
la fois sur deux surfaces passant par cette trajectoire; on a donc ainsi une 
condition double. Par exemple, un mouvement A! sera entièrement déter- 
miné si l’on se donne les trajectoires de deux des points du système mobile 
et une surface-sur laquelle doit rester un troisième point de ce système. 


(1) Pour l'explication de ce imot, se reporter au n° 2, 

(2) Par suite, en vertu de la remarque faite dans la seconde note de ce numéro, lé mou- 
vement au premier degré de liberté d'uné ponctuelle sera déterminé lorsque quatre des 
points de cette ponctuelle devront rester sur quatre surfaces données. 
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Dans le plan, le mouvement sera déterminé lorsque l’on connaîtra les 
trajectoires de deux des points du système mobile. 

Pour un mouvement M? dans l’espace, on pourra se donner les surfaces 
trajectoires de quatre points du système mobile ('). En ce cas, chacun d’eux 
pourra occuper une position quelconque sur la surface trajectoire corres- 
pondante, à l’intérieur toutefois de certaines régions définies par la condi- 
tion que les distances mutuelles entre les divers points conservent chacune 
une même grandeur. 


A. — PRINCIPES GÉNÉRAUX.. 


a. — MOUVEMENTS DANS UN PLAN. 


a. —. DÉPLACEMENTS FINIS. 


91. Translations et rotations. Forme canonique d'ùn déplacement dans 
un plan. — Suivant le sens qne nous avons déjà attribué à ce mot au n° 4, 
nous appelons déplacement la transformation qui fait correspondre à une 
figure du plan une autre figure qui lui soit exactement superposable. Ce 
déplacement est une rotation si les deux figures ont un point commun O à 
distance finie. Dans ce cas, si M et M sont deux points correspondants de 
l’une et de l’autre figure, le triangle MOM’ est isoscèle et l'angle MOM'— 9 
constant. Si donc on fait tourner en bloc toute la figure (M) de l'angle ọ 
autour du point O, elle vient se superposer à la figure (M). Si le point O 
est rejeté à l'infini, dans une direction A déterminée, auquel cas l'angle © 
devient nul, les vecteurs MM’ étant tous équipollents, on a affaire à une 
translation. 

Une rotation est donc caractérisée par son centre O et son angle ọ; on 
peut la représenter par le symbole R(O, 2). Une translation est caractérisée 
par un vecteur V équipollent à tous ceux qui joignent les positions initiale 
et finale d’un point quelconque de la figure ; on peut la représenter par T(V). 

On sait que le produit de plusieurs translations est une translation dont 
le vecteur représentatif est la somme géométrique de ceux des translations 
composantes. À 


(1) Dans le cas de la ponctuelle, toujours en vertu de la remarque précédente, il suffit de 
se donner des surfaces trajectoires de trois des points de cette ponctuelle. 
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Pour effectuer le produit de plusieurs rotations, nous remarquerons 
d’abord que, si elles ont même centre, on obtient comme déplacement 
résultant une rotation admettant encore ce centre et dont l'angle est la 
‘somme algébrique des angles des rotations composantes. | 

Pour voir ce qui a lieu lorsque ces centres ne sont pas les mêmes, exami- 
nons d’abord le cas de deux rotations R(O, ©) et R'(0', ọ'), prises 
d’ailleurs dans l’ordre RR’. 

Ayant construit le triangle OO'O” dans lequel, en tenant compte des 
signes des anglės, 


GOO et AO a Ea 
2 


© I-e 


considérons les points A et B de la figure primitive en coïncidence avec O 


et OA 


Fig. Ag. 


Par la rotation R, autour de O, A ne bouge pas et coïncide, par suite, 
avec À’; B vient en B’, dans une position symétrique de la première par 
rapport à OO’. Par la rotation R’ de centre Oʻ, B’ revient, en B”, en coïn- 
cidence avec O”, et A’ en A” tel que 


A s aE ot PAE A 
BA" = BA et O’B’'A"— O'P’ A’. 
Il en résulte que 
rare LATE 
B'A” = BA et O!B'A"—= -— O’'BA: 


Puisque les figures égales F et F” ont en commun le point O” (où B 
et B” coïncident), le déplacement, de l’une à l’autre, est une rotation dont 
l'angle AO” A” double de OO”X est égal à ọ + 9’. Si l’on désigne cette 
dernière rotation par R”, on a ainsi 


RERS KR", 
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Remarquons que si l’on effectuait de mème le produit R'R, l'angle de la 
rotation résultante serait encore © + ọ', mais que le centre, au lieu d’être 
le même point O” que précédemment, serait son symétrique par rapport 
à 00'. 

Dans le cas particulier où les angles des deux rotations composantes sont 
égaux et de signes contraires, auquel cas on dit que les rotations forment 
un couple, les droites OO” et O'O" de la figure précédente deviennent 
parallèles, le point O” est rejeté à l'infini et l'angle © + ọ' de la rotation 


1 


Fig. 50. 


B'’ 


> 


REEN pea 


autour de ce point devient nul; on a donc affaire à une translation. Mais le 
point A” de la figure précédente reste le symétrique de A, c’est-à-dire de O, 
par rapport à O'O”; le vecteur de la translation résultante s'obtient donc, 
à partir de O, 'en doublant la distance de ce point à la droite O'O" faisant 
avec O'O l'angle 2. $ 

S'il s’agit de faire le produit d’une rotation par une translation, la direc- 
tion OO restant bien déterminée, puisqu'elle est perpendiculaire au vec- 
teur de la translation V’, qui remplace la rotation autour de O’, il suffit, 
dans la construction précédente du point O”, de remplacer la droite OʻO” 
par celle que l’on obtient en donnant à O0", une translation égale à s3 La 
figure montre clairement que le déplacement résultant est une rotation 
d'angle ọ autour de O”. 

Remarque analogue pour le cas où la translation précéderait la rotation. 


Dans les deux cas, on obtient encore comme déplacement résultant une 
rotation. 


La suite des propositions qui précèdent permet, dès lors, d’énoncer ce 
théorème général : 


Le produit d'un nombre quelconque de rotations et de translations est une 
rotation ou une translation. 
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De là résulte que tout déplacement dans le plan est équivalent à une rotation 
qui, exceplionnellement, peut se réduire à une translation. 

Soient, en effet, A et A’ deux points correspondants quelconques des 
figures F et F', dont l’une provient d’un déplacement de l’autre. Si l’on 
donne à F une translation qui amène A en A’, ou bien F sera venue en 
coïncidence avec F’, ou bien elle sera devenue F, et telle que son point 
correspondant à A’ coïncide avec À’. En ce dernier cas, on pourra passer 
de F' à F, par une rotation autour de A’. Donc, ou bien on passera de F 
à I” par une simple translation, ou bien par une translation suivie de rota- 
tion, ce qui, en vertu du lemme ci-dessus, équivaut à une rotation unique: 
et la proposition est établie. 


B. — MOUVEMENT CONTINU.. 


92. Centre instantané de rotation. — Imaginons une figure plane F en 
mouvement continu à un paramètre dans son plan. Chacun de ses points M 
décrit une trajectoire (M). Considérons deux positions infiniment voisines F 


et F'de la figure mobile, et soit M’ la nouvelle position qu'a prise le point M. 
Le passage de la position F à la position F' pouvant, d’après ce qui a été vu 
au numéro précédent, s'effectuer par une rotation autour d’un certain 
point I (rejeté à l'infini dans une direction déterminée lorsque cette rota- 
tion se réduit à une translation) la perpendiculaire élevée à MM en son 
milieu passe par ce point I. A la limite, cette perpendiculaire devient la 


PO PER TON, 


A 


75 
normale en M à la trajectoire (M). Donc, pour chaque position de la 
figure F, les normales aux trajectoires de tous ses points concourent en un 
point | qui est dit le centre instantané de rotation de la figure F pour la posi- 
tion considérée, 

Cet important théorème, découvert par Chasles, est susceptible de nom- 
breuses applications. Nous nous contenterons d'indiquer la suivante : 

Soit M un point marqué sur un segment de droite XY, de longueur cons- 
tante, dont les extrémités X et Y glissent respectivement sur les axes Ox 
et Oy; cherchons la trajectoire de ce point en posant 
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MY — a, MX =b. 


Pour cela, complétons le rectangle O XIY dont XY est une diagonale; 
tirons l’autre diagonale OI et menons par M la perpendiculaire MH à OX, 
qui coupe OI en K. Nous avons OK = YM = 4, ce qui montre que le lieu 
du point K est le cercle de centre O et de rayon a; et, d'autre part, les 
angles M XH et KOH étant égaux, | 

HM  XM b 
HR OK a: 


ce qui montre que le lieu du point M s'obtient en réduisant dans le rapport 


b | À 
constant = les ordonnées du cercle (K) de rayon a. C’est donc une ellipse 


de demi-axes OA = a et OB = b, dirigés suivant Ox et Oy. Les sommets 
A et B sont d'ailleurs donnés par la position que vient occuper le point M 
lorsque le segment XY s'applique soit sur Ox, soit sur Oy. 

Si nous remarquons maintenant que XI et YI sont respectivement les 
normales aux trajectoires Ox et Oy de X et Y, nous voyons que I est le 
centre instantané du segment XY. Donc, IM est la normale en M à 
l'ellipse AMB. 

Le lieu du point I étant le cercle de centre O et de rayon Ol =a +b, 
on retrouve ainsi immédiatement cette propriété bien connue, savoir que la 
normale à l'ellipse rencontre le diamètre correspondant du cercle principal sur 
le cercle de rayon a + b concentrique à la courbe. 

Remarquons encore que, dans son mouvement, le segment atteindra une 
position X'Y' telle que OX’ = OY et OY'— OX; cette position X’ Y’ sera 
perpendiculaire à la précédente XY, et la position correspondante M’ du 
point marqué sur ce segment sera telle que M' X'= b, M' Y'= a, Tirons OM, 
parallèle à IM. Alors YM, = MX, et les points M et M, sont symétriques 
par rapport au milieu w de XY. D'ailleurs, puisque M, Y = M' X’, 
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le point M, est, dans le triangle OXY, l’homologue de M’ dans le 
triangle O Y'X’, et comme le second de ces triangles résulte d’une rotation 
rétrograde du premier, égale à un droit, les segments OM’ et OM, sont 
égaux et rectangulaires; OM’ est donc aussi perpendiculaire à MI, c'est- 
à-dire parallèle à la tangente en M à l’ellipse. Autrement dit : le demi- 
diamètre OM est conjugué de OM. De là cette conséquence que, si l’on fait 
tourner le demi-diamètre OM conjugué de OM d’un angle: droit, dans le 
sens de OM’ vers OM, pour l’amener en OM,, le centre w du centre cir- 
conscrit au triangle rectangle O XY est au milieu du segment MM,. D'où 
cette construction des axes d’une ellipse dont on donne deux demi-diamètres 
conjugués OM et OM! : si OM, par une rotation de 00° dans le sens de 
langle aigu qu'il fait avec OM, vient en OM,, et si w est le milieu de MM, 
le cercle de centre w et de rayon wO coupant MM, en X et Y, les axes sont 
dirigés suivant OX et OY et leurs demui-longueurs sont MY = a et MX =b. 


Remarque 1. — Si, par le point M, on menait une parallèle à OT, rencon- 
trant les axes Ox et Oy en X, et Y,, on verrait immédiatement que 
X,Y,—a—b, d'où un second mode de description de lellipse (M), au 
moyen du segment X, Y ,, de longueur constante, glissant par ses extrémités 
sur les axes. Le centre instantané l, correspondant se trouverait sur la nor- 
male MI, et puisque les projections de MI et MI, sur Ox, confondues avec 
celles de MX et MX,, seraient égales entre elles, on en conclurait que 
MI, = MI. Or, MI = OM, — OM et nous venons de voir que OM' est le 
demi-diamètre conjugué de OM. D'autre part, OI et OL, symétriques par 
rapport à Ox, sont respectivement égaux à 4 -+b et a — b. On retrouve 
ainsi la propriété d'où découle la construction classique de Chasles pour les 
axes de l’ellipse dont OM et OM sont deux demi-diamètres conjugués. 


Remarque 11. — Le milieu w de XY décrit un cercle de centre O et de 
AX : $ Sni 4 
rayon —; en liant w à O par une barre rigide on peut donc supprimer le 


guidage d’un des points X ou Y le long de l'axe correspondant. 


93. Points caractéristiques d'une ligne invariable liée à la figure mobile. 
— De même que les-points de la figure mobile, au premier degré de liberté, 
décrivent des trajectoires, les lignes qui font partie de cette figure ont des 
enveloppes qu’elles touchent par leurs points caractéristiques (n°18). On 
peut se proposer de déterminer ceux-ci. Soient C et C’ deux positions infi- 
niment voisines d’une certaine courbe faisant partie de la figure mobile. 
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Si C et C’se coupent en M’, le point caractéristique P est la limite de M’ 
sur C. pins 
Si, à chaque instant, nous regardons je point M' comme marqué sur C’, 
il lui correspond sur C un certain point M, qui varie sur C en même temps 
que M’ sur C’, et qui, à la limite, se confond comme lui avec P. Or, les 
divers couples de points M et M’ étant correspondants sur deux figures qui 


Fig. 52. 


peuvent être obtenues par déplacement l’une de l'autre, la perpendiculaire 
au milieu de MM’ passe à chaque instant par lé centre de rotation de ce 
déplacement. Donc, à la limite, la normale en P à la courbe C passe par le 
centre instantané de rotation. 

Les points caractéristiques de la courbe C sont donc les pieds des nor- 
males menées à cette courbe par le centre instantané de rotation. Si, par 
suite, on connaît un point caractéristique d’une ligne entraînée par la 
figure mobile, il suffit de mener la normale à cette ligne par ce point pour 
avoir un lieu géométrique du centre instantané de rotation. En particulier, 


si une ligne de la figure mobile passe par un point fixe, la normale à cette 
ligne menée par ce point contient le centre instantané de rotation. 
Comme exemple d'application, considérons le cas d’un angle droit mobile ' 
dont les côtés MP et MP’ restent tangents à une conique C, de centre O. 
D’après le théorème ci-dessus, le centre instantané de rotation I de la figure 
invariable constituée par langle droit PMP” est à la rencontre des normales 
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/ 


à la conique en P et P’, ce qui permet de construire la normale MI à la tra- 
jectoire du point M. La figure PMP'T étant un rectangle, les diagonales MI 
et PP’ se coupent en leur milieu commun w. Or, la droite qui joint le 
point M au milieu w du segment de sa polaire, déterminé par la conique, 
passe par le centre O de la conique. Toutes les normales à la trajectoire (M) 
passant par le point O, cette courbe est nécessairement un cercle de 
centre O. On retrouve ainsi un théorème bien connu de Monge. 


94. Mouvement le plus général d'une figure sur un plan. — (Cauchy a, 
le premier, dès 1827, remarqué que le mouvement le plus général d’une 
figure sur un plan peut être obtenu par roulement d’une courbe, dite rou- 
lante, sur une autre courbe dite base de roulement. Chasles, en introdui- 
sant deux ans plus tard, dans la théorie, la notion du centre instantané, a 


Fig. 54. 


établi que la base n’était autre que le lieu du centre instantané sur le plan 
fixe, et la roulante, le lieu du même centre instantané sur le plan mobile. 
On peut, en effet, toujours supposer la figure mobile dessinée sur un plan 
indéfini x, constamment appliqué sur le plan fixe z. Si, pour chaque posi- 
tion de la figure mobile, on pique la position du centre instantané l, la 
trace ainsi marquée engendre sur le plan + une courbe F, sur le plan 7, 
une courbe l,. Nous allons faire voir que le mouvement du plan 7, sur le 
plan 7 peut étre obtenu par le roulement de la courbe I, sur la courbe l, ces 
deux courbes se touchant à chaque instant au centre instantané I correspon- 
dant à la position considérée. 

Pour cela, mettons en évidence le paramètre arbitraire t (qu'on peut 
appeler le temps si l’on veut) dont dépend le mouvement envisagé, qui est 
au premier degré de liberté. Pour une valeur de ż donnée, les courbes T 
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et l, ont en commun le point I, centre instantané de rotation correspon- 
dant. Soient I’ et T, les points appartenant respectivement à F et F, qui vien- 
dront coïncider avec le centre instantané correspondant à la valeur t+ At 
du paramètre, pour laquelle la position du plan z, sera désignée par 7,. 
Le passage de la position 7q, à la position *, peut se faire par une rotation A9 
autour d’un point J’ qui tendra vers I en même temps que I et I, rotation 
qui amènera l’ sur I’, en sorte que le point J’ est le sommet d’un triangle 
isoscèle de base ĮI’, et d'angle au sommet Ao. Cela posé nous avons 


Le second facteur du second membre ayant une limite égale à 1, et le 
troisième une limite généralement finie, on voit, puisque le premier tend 
vers zéro, que i 

o, 
a i daer wa 0 
re 
Or (si l’on adopte le signe = pour l'égalité géométrique ou vectorielle), 
on à 
ll =. 


Divisant par At et passant à la limite on a donc, en tenant compte de 
l'égalité précédente, 
Il ee À 4 


it =" tin 


At At 


~ L'égalité de ces deux dérivées géométriques ( vitesses si l’on prend t pour 
le temps) implique d’abord que les tangentes en I, aux courbes F et F,, 
sont les mêmes, c’est-à-dire que ces courbes sont tangentes en I, puis, si ds 
et ds, représentent les différentielles des arcs de ces courbesen 1, que ds= ds, 
et, par suite, en intégrant à partir de deux points correspondants quel- 
conques (c’est-à-dire venant en coïncidence) des courbes l'etF,, ques =s, 
Il y a donc bien, d’après cela, roulement de la courbe F, (roulante) sur la 
courbe T (base). 

= On verrait de même, par une marche inverse, que, st l’on définit le mou- 
cement du plan 7, sur le plan x par le roulement d'une courbe F, sur une 
courbe I, le centre instantané est à chaque instant le point de contact de ces 


| sd 
deux courbes. - AS. 
CL AS 
"oa A 
PES Ps No ? 
4i d 
t à. ` Ta 
Là 
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Les trajectoires des points marqués sur le plan 7,, dans le mouvement 
ainsi déterminé, sont parfois appelées les roulettes de ce mouvement. 

A titre d'exemple, reprenons le mouvement du segment XY envisagé au 
n° 92, Ici, par rapport au plan fixe, le lieu du centre instantané I est le 
cercle de centre O et de rayon OI = a + b; par rapport au segment XY, 
c’est le cercle décrit sur XY = a + b comme diamètre; c’est donc le roule- 
ment du second de ces cercles à l’intérieur du premier, de rayon double, qui 
fait décrire au point M, lié au premier, l’ellipse considérée, de demi-axes a 
et b, dont les axes coïncident en position avec le diamètre du cercle roulant 
passant par M, lorsque ce diamètre passe par le centre O du cercle-base. 


95. Centres de courbure des trajectoires des points de la figure mobile. 
— Si le point M est invariablement lié à la courbe F, qui roule sur la 


N 


courbe T, la normale à la trajectoire (M) de ce point est la droite qui le 
joint au centre instantané l, point de contact de la base F et de la rou- 
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lante [',, dont nous supposerons ici les courbures de même sens et, par 
>" 
suite, les rayons de courbure Ir et Ir, de même signe. 

Cherchons maintenant le centre de courbure v. de la courbe (M). 

Si d(I) et d(M) sont les différentielles des ares décrits simultanément 
par les points I et M, sur les courbes F et (M), la normale en I à la courbe F 
coupant en N la normale à l'enveloppe de MI, c’est-à-dire la perpendiculaire 
élevée en u à MI, on a 
dM)’ 

( 1} — Z 
d(I) 


LH 


IN 


D'autre part, si do est l'angle de la rotation infiniment petite autour de 1, 
on à 


(2) d(M)}=1IM.dw. 


Mais, puisque cette rotation infiniment petite amène la tangente au 
point |, infiniment voisin de I sur F,, en coïncidence avec la tangente au 
point l’, infiniment voisin de I sur I, on a, en appelant d9, et d0 les angles 
de contingence respectifs de ces courbes, 


d9, — dû = dw 
ou 


l pi 
a(i - ii E do). 


Si H est le conjugué harmonique du point ¿ par rapport aux extrémités 
du diamètre IJ du cercle osculateur de F,, on a 


jé ET E 


2 I I I 
RO 
et l'égalité précédente devient 

(3) d(L)= IH do. 
Par (2)et (3), on transforme (1) en 


My. es IM 
AN TT HT 


Si, par u, nous tirons la parallèle uK à IN, nous avons : 


IM uM 
S eR 


Il en résulte que uK — IN, par suite, que la figure &KIN est un parallé- 
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logramme, et que IK, parallèle à u N, est perpendiculaire à MI. De là cette 
première construction du point p : ayant pris le conjugué harmonique H du 
centre de courbure i de la base F par rapport aux extrémités du diamètre IJ 
du cercle osculateur de la roulante I, on prend le point de rencontre K de MH 
et de la perpendiculaire élevée en 1 à MI. Le centre de courbure y. est sur la 
parallèle menée par K à IJ. 

Nous allons maintenant simplifier cette construction en rendant inutile 
la détermination du point H. 

Pour cela tirons la droite Mz, qui rencontre p.K au point À. Nous avons 


ou, puisque les points H et č sont conjugués par rapport au cercle de 
centre z, et'de rayon č, Í, 


ce qui prouve que les droites Àz,, pz et KI concourent en un même point L, 
d’où la construction dite de Savary : le centre de courbure yu. de la trajectoire 
du point M est à la rencontre de la normale MI et de la droite qui unit le centre 
de courbure i de la base au point d'intersection de la perpendiculaire élevée 
en I à MI et de la droite qui unit le centre de courbure i, de la roulante au 


point M ('). 


Remarques. — 1. Le centre de courbure u ne peut se confondre avec le 
point M que si ces deux points se réunissent en I. Autrement dit, seul le 
point actuellement confondu avec le centre instantané passe, sur sa trajectoire, 
par un point de rebroussement, el, par suite, seules les trajectoires des points 
de la roulante offrent des points de rebroussement. 


II. Si le point y est rejeté à l'infini sur MI, K s'éloigne à l'infini sur IK , et 
le point M vient au pied P de la perpendiculaire abaissée de H sur MI. Il en 
résulte que le lieu des points M passant actuellement par un point d'inflexion 
de leur trajectoire est le cercle décrit sur IH pour diamètre (°), et dit cercle 


(1) Si l’on se reporte à la figure 9 (p. 47), on voit que le point A peut être regardé 
comme entraîné dans le mouvement de roulement de la normale Mm sur la développée (m) 
de la tractrice. La construction de Savary appliquée à ce cas particulier redonne le résultat 
obtenu à cet endroit. 

(2) Théorème donné par Bresse (Journ. de l’Éc. Pol., 35° cahier, 1853), mais qui avait 
été précédemment découvert par La Hire (Mém. de l’Ac. roy. des Sc., 1706, p. 328). 
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des inflexions. On peut encore énoncer cette proposition sous la forme sui- 
vante : à chaque instant, toutes les tangentes stationnaires passent par le 
oint H. En particulier, si un point de la figure mobile décrit une droite, le 
8 
point H se trouve constamment sur cette drotte. 


IT. Si le point M s'éloigne indéfiniment sur IM, le centre de courbure 
tend vers la position y., que l’on obtient en abaissant de H la perpendicu- 
laire HK, sur IK et tirant la parallèle K, u, à IH. Le point K, appartient 
au cercle des inflexions, et, comme K, u= HI, le lieu du point w, est le 
cercle symétrique du précédent par rapport à la tangente IT, ou, ce qui 
revient au même, par rapport au point I. Pour une raison qui sera donnée 
à la fin du n° 96, ce cercle porte le nom de cercle des rebroussements. 


IV. On voit que 
MP MH Mi 
MIE MK Mp 


ce qui permet, connaissant u, de construire P. Si donc on connaît les 
centres de courbure y. de deux trajectoires des points de la figure mobile, 
on construit ainsi les points P correspondants; les perpendiculaires aux 
normales MI menées respectivement par ces points P donnent le point H 
d'où se déduisent tous les autres centres de courbure. Si (M) est une 
droite, 1 étant à linfini, P se confond avec M, et H se trouve sur cette 


droite (M). 


96. Centres de courbure des enveloppes des lignes de la figure mobile. 
— La détermination du centre de courbure de l’enveloppe d’une courbe 
entraînée par le plan x, se ramène immédiatement au cas d’une simple 
trajectoire grâce à la remarque que voici 

Le point caractéristique N de la courbe C entrainée dans le roulement 
de F, sur L, c’est-à-dire le point où elle touche son enveloppe (N), est le 
pied de la normale IN menée à cette courbe, du centre instantané I; de 
même, dans la position infiniment voisine C’, le point caractéristique est le 
pied N’ de la normale I'N’ à la courbe C’. 

Si nous considérons la développée D de la courbe C, entraînée avec elle, 
la normale IN la touche en M, centre de courbure de C répondant au 
point N. Dans la position infiniment voisine, I'N’ touche D’ en M’, centre 
de courbure de C’ répondant au point N'. Mais, si nous supposons que nous 
ayons marqué le point M sur D, ce point est venu en M’, infiniment voisin 
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de M’, sur D’, et la normale en M’ à la trajectoire (M) de ce point marqué 
est FM’. 

Par suite, le centre de courbure de l'enveloppe (N) en N est la limite 
du point de rencontre y., de IN et I'N’, de même que le centre de cour- 


Fig. 56. 


| ; | 


bure de la courbe (M) est la limite du point de rencontre u de IM et lM’. 
Or, dans les triangles FM'M° et l'y, on a 
M'M’ EME EN Pat haog 
= = ——— et =m = ——; 
sin |’ sin M’ sin l’ sin p. | 
d’où 
OST RUES TPE TE 4 
M'M; . JM sing’ ; 


Mais, dans le second membre, les deux facteurs tendent vers des limites 
finies (attendu que les angles M' et u’ sont deux infiniment petits du pre- 
mier ordre). Donc, les deux termes de la fraction du premier membre sont 
de même ordre; autrement dit, u'u, est un infiniment petit comme M'M° 
et la limite du point u, est la même que celle du point u’. Ainsi : le centre 
de courbure de l'enveloppe (N) est le même que celui de la trajectoire (M) du 
centre de courbure M de la courbe C. 

Si C est une droite, le centre de courbure M étant alors rejeté à l'infini, 
le centre de courbure u. se confond avec le point w, de la Remarque II 
du'n°°95. 
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Si donc la droite considérée se confond alors avec la perpendiculaire 
élevée en vo à IM, l'enveloppe de cette droite offre en ce point un rebrous- 
sement, ce qui justifie le nom donné au lieu de w, en cette Remarque HI. 


Remarque. — Si une droite de la figure mobile passe par un point fixe, 


ce point fixe jouant le rôle d'une enveloppe de rayon de courbure qd 


appartient constamment au cercle des rebroussements. 


Applications. — 1° Si les extrémités X et Y du segment de droite de 
longueur constante XY décrivent respectivement les axes rectangulaires Ox 
et Oy, l'enveloppe de xy est, comme on sait, une hypocycloïde à quatre 
rebroussements. Les droites Ox et Oy pouvant être regardées comme 
des tangentes d'inflexion, le point H, en vertu de la Remarque Il:du n° 95, 
se confond ici avec l’origine O. Dès lors, le centre instantané I étant à la 
rencontre des perpendiculaires élevées à Ox et Oy en X et Y, le cercle 
des inflexions est, en ce cas, celui qui est circonscrit au rectangle OXIY ; 
le cercle des rebroussements est le symétrique de celui-ci par rapport à |; 
la perpendiculaire abaissée de I sur XY donne sur cette droite le point E 
où elle touche son enveloppe, et sur le cercle des rebroussements le centre 
de courbure uo de cette enveloppe; or on voit immédiatement que 


Im—92lE ou  Ep,—3lE. 


‘ 


Mais IE est égal à la distance du centre O à XY; on en conclut que le 
rayon de courbure de l'hypocycloide à quatre rebroussements est le triple de la 
distance du centre de cette courbe à la tangente correspondante. 

2° Si, tandis que le côté OM de l'angle droit OMA pivote autour du 


D'OCAGNE, 24 
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point O, le point A marqué sur l’autre côté glisse le long de O x, le point M 
décrit la quartique circulaire dite cappa, symétrique par rapport à Ox 
et Oy, tangente en O à Oy admettant pour asymptotes les parallèles à Ov, 
dont la distance à cet axe est égale à AM. | 

Les perpendiculaires élevées à OM en O et à Og en A se coupent au centre 
instantané I; MI est donc la normale à la cappa; le centre de courbure 
correspondant est le point u. où MI touche son enveloppe. 

Le rayon de courbure de l'enveloppe de OM, réduite au point O, étant 
nul, le point O, en vertu de la Remarque ci-dessus, appartient au cercle 
des rebroussements, et, par suite, son symétrique P par rapport à I, au 
cercle des inflexions. Mais ici, la trajectoire du point A étant la droite Ox, 
la seconde extrémité H du diamètre issu de I dans ce cercle des inflexions 
se trouve sur Ox, donc à la rencontre de Ox et de la perpendiculaire élevée 
en P à IP. [n’y a plus, dès lors, qu’à appliquer la construction du n° 95 : 
si MH coupe en K la perpendiculaire élevée en X à MI, la parallèle à 1H menée 
par K donne sur MI le centre de courbure wv.. 


97. Épicycloïdes. — Dans le cas où la base F et la roulante F, sont des 
cercles, la trajectoire de tout point, invariablement lié au cercle l,, est 
dite une épicycloïde. 

On voit immédiatement que, pour un cercle-base T, de rayon r, toute 
épicycloïde est définie par les deux paramètres suivants : 


D = Ps , o = T 
retr, étant de même signe, ou non, dans la première de ces formules, sui- 
vant que les deux cercles ont, ou non, en leur point de contact, des cour- 
bures de même sens. 

L’épicycloïde est algébrique ou transcendante suivant que 2 est rationnel 
ou non. 

Suivant que ò est égal, supérieur ou inférieur à 1, l’épicycloïde est dite 
ordinaire, allongée ou raccourcte. 


Lorsque £ est positif et < 1, on donne plus volontiers à la courbe le nom 


d’hypocycloide. | 
Si ọ —0, ce ne peut être (lorsqu'on exclut la solution r, —o, ce qui 
donnerait un cercle) que si r= œ, c’est-à-dire si la base est une droite, 
auquel cas la courbe prend le nom de cycloide. 
Enfin pour 9 = œ, c'est-à-dire r, =%, on a une développante de cercle. 
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La construction de Savary s'applique sans modification aux centres de 
courbure des épicycloïdes, les points z et z, étant les centres des cercles F 
et F,. Dans le cas d’une épicycloïde ordinaire, cette construction donne 
lieu à une remarque intéressante. En effet, le point L de la figure 55 (p. 180) 


devient alors diamétralement opposé à M dans le cercle F,. Or, le 


triangle MIz,, coupé par la transversale ¿y L, donne 


ELEM Et 
aM. 
et, comme, ici, 
A ENT S A TRS, 
LE eh EM 
on à 
TN Aer 7 


c'est-à-dire que le centre de courbure y. divise la normale MI dans un rapport 
I 
constant. Le rapport Ke est donc aussi constant et, par suite, le lieu des 


centres de courbure u. correspondant, à chaque instant, aux différents points M 
du cercle l, est lui-même un cercle ("). 
Il est intéressant d'observer que toute épicycloïde est aik d'une 


double génération rentrant dans la définition générale ci-dessus. Consi- ` 


dérons, par exemple, lépicycloïde décrite par le point M dans le roule- 
ment du cercle F, sur le cercle F de rayon r, et supposons que p et À 
soient les paramètres de cette épicycloïde. 


Menons, par le centre ¿ du cercle-base F, une parallèle à z, M et prenons 


ses points de rencontre [’ avec MI et 7 avec la parallèle à ¿I menée par M. 

Le segment M, égal à #,, est constant. Cherchons le centre instan- 
tané correspondant. La normale à la trajectoire de M est ME; quant à la 
trajectoire de č, le segment #°, égal à č, M, étant constant, c'est un cercle 
de centre č, et la normale à cette trajectoire est &#. Ces deux normales se 
coupent en |’, centre instantané cherché. Or, les triangles semblables IM?, 
et [7 montrent que čl" est constant; le lieu de ce centre instantané, par 


(1) On démontre aisément que ce cercle de rayon constant, sur lequel les centres de 
courbure 4 sont supposés marqués, roule aussi sur un cercle de centre č et, par suite, que 
la développée d’une épicycloïde ordinaire est une autre épicycloide ordinaire. Voir 
l'étude géométrique sur la rectification et la quadrature des épi- et hypocycloïdes 
dans les Nouv. Ann. de Math. (1915, p. 533). M. le répétiteur Lemaire vient de consacrer 
aussi à ces courbes un intéressant volume ( Vuibert; 1929). 
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rapport au plan fixe, est donc le cercle T’ de centre 1. De même, z, l'est 
constant, et le lieu de ce même centre instantané, par rapport à la figure 
mobile, que constitue le segment M5 est le cercle T, de centre r,. Le mou- 
vement de cette figure mobile, et, par suite, lepiercisde que décrit le 
point M, peut donc être sidi: en vertu du HAUTE général du n° 94, 
par le fonini du cercle F sur le cercle T”. 


Fig. 58. 


Il est maintenant facile de déduire le rayon de base r et les paramètres o’ 
a . r , . . 
et 0’, relatifs au second mode de génération, des quantités analogues r, o, 2 
‘ ù 
correspondant au premier. On a, en effet, d’abord, en posant i, M = d 


7" d 


| 
I] 
7 


ou 


(1) TSO 


6 AT S 
Maintenant, si l’on tient compte des signes, on a 


7 d Fer 
g = Se re a 
> Hate r a 
ou 
(2) pH pit 
Enfin 
CUS LUE je 
de et 
Pi d ð 
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ou 
(3 } 00 — | A 
Donc, st l’on conserve le méme centre pour le cercle-base et qu'on amplifie 


son rayon dans le rapport à | formule (x\1, on obtiendra la même épicycloïde 
J )b Pey 


3 
; 
Í 
i 
Fig. 59. à 


en définissant le cercle-roulante et le point décrivant, au moyen des para- 
mètres ọ' et ©' déduits des paramètres primitifs ọ, à ‘grâce aux formules (2) ; 
et (3). . | À 
S'il s’agit d'une épicycloïde ordinaire, ò — 1; donc, d'après (1), r'—r, 
A N . 3 ` A 
et la base est le même cercle dans les deux cas; puis, d’après (3), 2 —1, et 
le point M se trouve également sur le second cercle formant roulante. 
Il est, dans cette hypothèse, un cas où les deux modes de génération se 
! 


réduisent à un seul; c’est celui où l’on a, en outre, 5 = p’, c’est-à-dire, À 


d’après (2), © = T 
On a done alors un cercle F, dont le diamètre est égal au rayon du 
cércle F et qui roule à l’intérieur de celui-ci en passant, par conséquent, 
constamment par son centre. - j 
Or, on a, dans ce cas, | E 


ETa el 


CM TE, AR R MU arc MT, 


- 


ce qui prouve que le point M, décrit le diamètre M,i, théorème bien connu 
de La Hire. 


Si L, et M, sont les extrémités du diamètre du cercle roulant passant 
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en M, ces points M, et L, décrivant deux diamètres rectangulaires ¿M, 
et ¿L, du cercle I, on voit que le point M peut être regardé comme marqué 
sur un segment L,M, de longueur constante dont les extrémités glissent 
sur deux droites rectangulaires fixes. Le lieu de ce point M est donc une 
ellipse (n° 92). On retombe ainsi, par une marche inverse, sur le résultat 
déjà obtenu à la fin du n° 94 (+). 

Observons enfin que, pour qu'une épicycloïde présente des points 
d'inflexion, il faut que le cercle de centre z, passant par le point décrivant 
coupe z, entre le point I et le point H, conjugué hormonique de č par 
rapport aux extrémités I et J du diamètre de F, passant par I. Dans le cas 
de la cycloïde, le point H étant en coïncidence avec z, on voit que, pour 
que la courbe ait des points d'inflexion, il faut et il suffit qu’elle soit 
raccourcie. 


b. — MOUVEMENTS AUTOUR D'UN POINT FIXE. 


a. — DÉPLACEMENTS FINIS. 


98. Rotations autour d'axes concourants. Forme canonique d'un dépla- 
cement autour d'un point fixe. — Représentons par Ẹ une symétrie par 
rapport au plan P, par X une symétrie par rapport à l'axe X, symétrie qui 
équivaut à une rotation égale à z autour de l'axe X et que, pour cette 
raison, on appelle un renversement. Ces deux transformations étant réci- 
proques, on a d’ailleurs 


(1) PT: AT lemt 4 


Remarquons tout d’abord que le produit &£ des symétries par rapport 
à deux plans quelconques P et P’ se coupant suivant une droite A équivaut 
à une rotation d'un angle double de celui de ces deux plans autour de A, 
comme cela apparaît clairement au moyen d’une projection faite sur un 
plan perpendiculaire à A. 

Si donc P et P’ sont deux plans rectangulaires quelconques passant par 


(1) Le double mode de description d'une ellipse considérée comme une épicycloïde 
correspond aux deux façons d’engendrer cette courbe au moyen d’un point marqué sur un 
segment de longueur constante, glissant par ses extrémités sur deux axes rectangulaires. 
(Remarque I du n° 92.) 
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laxe X, on a 


(2) La Me RRE 


les facteurs du second membre étant d’ailleurs permutables. 
De même, si R(X, ©) est une rotation d'angle + autour de l'axe X, et si 


P, et P, sont deux plans quelconques menés par X et faisant entre eux 
l'angle 2 sv On à 
à Roma Se SPON 


Si nous menons par un point O quelconque de X un plan P, perpendicu- 
laire à X, qui coupe respectivement P, et P, suivant X, et X,, et si nous 
remarquons qu'en vertu de (1) Z} —1, nous pouvons remplacer la Hepere 


égalité symbolique (n° 15) par 
ou, en vertu de (2), 


ce qui exprime que la rotation ( X, &) peut être remplacée par deux renverse- 
ments successifs autour des axes X, et X, perpendiculaires à X en un quel- 


x > Sie Q 
congue O de ses points, et faisant entre eux un angle = CJ 


L'angle (X, X,), déterminé dans l’espace par les axes X, et X, peut être 
regardé comme représentatif de la rotation, puisque l’axe X de cette rotation 
est la perpendiculaire au plan de l'angle, menée par son sommet O, et que 
l'angle de cette rotation est égal au double de cet angle représentatif, pris 


(1) Il va sans dire qu'ici, comme partout dans la suite, on doit avoir égard aux signes, 
l'angle compté de X, vers X, devant être de même sens que la rotation 9. 


Ew 


TF 


ET 
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dans le sens de X, vers X,, X, étant alors dit le premier et X, le second côté 
de l'angle. 
~ Remarquons d’ailleurs que l’on peut se donner arbitrairement le sommet O 
de cet angle sur l'axe X, et le premier côté dans le plan perpendiculaire 
à X mené par O. 

Cette notion conduit de façon très simple à un moyen de composer des 


Fig. 6i. 


X P, 


rotations autour d'axes X, et X, concourants en O. Soient respectivement 9, 
et ọ, les angles de ces rotations R, et R,. Si nous élevons en O une perpen- 
diculaire Y au plan de X, et X,, nous pouvons représenter les R, et R, par 


Fig. 62, 


7 [er] Do . A r 
des angles © et f: ayant Y, le premier pour second côté, le second pour 
premier côté, et soient Y, et Y, le premier côté de l’un et le second côté de 
lautre, de telle sorte que Y, soit perpendiculaire à X,, Y, perpendiculaire 
L à r 9 $77 9 t ` r 
à X, et que (Y Y)= Z> (YY,)= te, On aura dès lors (en représentant 
par Y; les renversements autour des axes Y;) 


RR. =(Y Y (YY) = YPY YY, 
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ou, si R est la rotation d'angle double de l'angle Y, OY , autour de la perpen- 
diculaire X au plan de Y, et Y 


29 


(4) R,R,—R. 


Ce lemme permet de voir immédiatement que le déplacement le plus 
général d'une figure de l'espace ayant un point fixe O consiste en une rotation 
autour d'un axe passant par O. 

Soient, en effet, F et F' les positions initiale et finale de la figure consi- 
dérée. Choisissons au hasard, dans la figure F, un point A dont la position, 
dans F’, est A’. Si, dans le plan perpendiculaire à AA’ en son milieu, nous 
prenons un axe X, quelconque passant par O, nous pouvons, puisque cet 
axe fait des angles égaux avec OA et OA’, amener; par une rotation 
convenable autour de X,, OA sur OA’. La figure F est alors devenue F”, 
qui a en commun avec FF’ les points O et A’, et, par suite, tous les points 
de OA’. Donc, en faisant tourner F” d’un angle convenable autour de OA’, 
prise comme avec X,, on amène cette figure F” à coïncider avec F'. Or, le 
produit des rotations R, et R; autour des axes X, et X,, concourants en O, 
est, en vertu du lemme ci-dessus, équivalent à une rotation unique R autour 
d’un axe X passant aussi par O, et la proposition est établie. 

Il est bien clair, au reste, que la rotation R par laquelle on amène F dans 
la position F’ est unique. Il suffit, pour s'en convaincre, de remarquer que 
tout plan perpendiculaire à laxe X de cette rotation reste, après le dépla- 
cement, en coïncidence avec lui-même. S'il existait une autre rotation 
équivalente à ce déplacement, son axe devrait donc être aussi perpendi- 
culaire à ce plan; or, par O on ne peut mener qu'une perpendiculaire à ce 
plan. Les deux axes sont donc alors coïncidents et, par suite, aussi l’angle 
de la rotation unique. ` 


Remarque. — Dans le cas de renversements successifs autour de deux 
axes parallèles, on voit immédiatement, en projetant orthogonalement la 
figure sur un plan perpendiculaire à ces deux axes, que le produit des deux 
renversements est équivalent à une translation dont le vecteur est double de 
la distance des deux axes et parallèle à cette distance. 


8. — MOUVEMENT CONTINU. 


99. Axe instantané de rotation. Mouvement le plus général autour d'un 
point fixe. — Par un procédé exactement calqué sur celui qui a servi, dans 


D'OCAGNE, 25 
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le cas des figures planes, aux n° 92 et 9%, et sur lequel il n’est pas: nécessaire 
que nous nous arrélions de nouveau, on démontre que : 


1° Les plans normaux aux trajectoires de tous les points dee la figure 
mobile (courbes sphériques tracées sur des sphères ayant pourr centre le 
point fixe O) passent, pour chaque position de cette figure, par une même 
droite issue de O, axe instantané de rotation : 

2° Si F et r, sont les cônes, lieux de cet axe instantamé par rapport au 
système fixe et au sysième mobile, le mouvement continu de la figure 
mobile peut être obtenu par roulement du còne F, sur le cône I, ces deux 
cônes élamt à chaque instant en contact tout le long de l’axe instantané 
répondant à la position considérée. 


Pour établir cette seconde partie, il suffit d'employer le mode dle démons- 
tration du n° 94 en considérant les sections des cônes F et F, par ‘une même 
sphère de centre O. 


c. — MOUVEMENTS DANS L'ESPACE. 


a: — DÉPILACEMENT FINI. 


100. Forme canonique d'un déplacement quelconque. — Commençons 
par effectuer le produit de deux rotations R,(X,,2,)et R(X., 9») autour 
d'axes X, et X, mon comcourants. 

Ayant déterminé la perpendiculaire commune O, O, aux axess X, et X,, 
que mous prendrons comme axe Y, nous construirons dans le plam perpendi- 
culaire à X, en O,, l'angle représentatif 2 en lui donnant Y, comme second 
côlé, son premier côté étant alors Y,; et, de même, dans le plian perpen- 

À à í 7 r 5 Sa où . ; 
diculaire à X, en O,, l’angle représentatif © en lui donnant Y comme 


premier côté, son second côté étant alors Y,. Nous aurons ainsi,, par appli- 
cation de ce qui a été vu au n°98, 


D=R R, = (W YNYY)= (YPY: 


— Y Yy: 


Soient alors w,w, la perpendiculaire commune à Y, et Y,,, que mous 
désignerons comme axe X, et Y; laxe parallèle à Y,, mené par «,. 
Nous avons encore (puisque Y,” = 1) 


D = Y Yr Ve = (W Ya) (Ya Ya): 
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Or, si l’on appelle f l'angle que Y, fait avec Y,, le produit Y, Y, de deux 


renversements autour des axes Y, et Y‘, perpendiculaires à X, équivaut à 
la rotation R(X,2); quant au produit des deux renversements autour des 
axes parallèles Y, et Y,, il équivaut (comme on l’a vu dans la Remarque 


Æ, 


finale du n° 98), si l’on pose w, w, = zi à la translation T CN): 


Le déplacement D considéré équivaut donc au produit de la rotation R autour 


de X par la translation T parallèle à X. 


Fig. 63. 


Soient dès lors F et F” deux positions quelconques d’ume même figure 
dans l’espace, ‘et si A et A’ sont deux points correspondants choisis au 
hasard dans ces figures, on peut, tout d’abord, par une rotation R, autour 
d’un axe X,, pris d’une manière quelconque dans le plan mené perpendi- 
culairement à AA’ en son milieu, amener A en coïncidence avec A’, la figure F 
prenant la position F”. Les figures F" et F' ayant alors en commun le point A 
on peut, d’après ce qui a été vu au n° 98, amener F” à coïncider avec F' par 
une rotation R, autour d’un certain axe X, passant par A!’ et qui, d’ailleurs, 
ne rencontre pas X, car leur point de rencontre constituerait dans F un 
point fixe, ce qui serait contraire à l'hypothèse. Dès lors, le déplacement 
par lequel on passe de la position F à la position FF’ peut être regardé 
comme équivalent au produit de deux rotations d'axes non courants ('). 

Cette réduction peut s’opérer d’une infinité de manières puisqu'on est 
libre du choix : 1° du couple de points correspondants A et A!;2°de l'axe X, 


(1) Chaque rotatom pouvamt être remplacée par le produit de deux symétries, le déplæ- 
cement quelcomque peut être regardé comme le produit de quatre symétries prises par 
rapport à des plans différents. 
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dans le plan équidistant de A et A’. Si, en particulier, on prend comme 
axe X, la droite à l'infini de ce plan, la rotation R, se réduit à une trans- 
lation de vecteur AA’, et l’on voit alors, en prenant dans la figure F un 
plan perpendiculaire à l'axe X, de la rotation par laquelle il faut ensuite 
multiplier cette translation, et raisonnant comme au n° 98 (in fine), que la 
direction de cet axe X, est constante, quelle que soit la translation initiale. 

Ensuite, le produit des rotations R, et R, peut être, en vertu du théorème 
d'abord démontré, remplacé par le produit d’une rotation autour d'un 
axe X et d’une translation parallèle à X. 

La succession de ces deux déplacements élémentaires est ce qu'on appelle 
un mouvement de verrou. 

On voit d’ailleurs, immédiatement, qu’on peut intervertir l’ordre de la 
rotation et de la translation ('); qu’on peut aussi supposer que les deux 
mouvements élémentaires sont simultanés, auquel cas le mouvement résul- 
tant est hélicoidal, laxe de la rotation composante qui donne en même 
temps la direction de la translation étant dit l'axe de ce mouvement. 

Il est enfin facile de se rendre compte que le mouvement hélicoïdal par 
lequel on peut passer de la position F à la position F' est unique. En effet, 
la droite de F, qui coïncide avec l’axe du mouvement, reste en coïncidence 
avec elle-même. Or, nous venons de voir que les directions des axes de toutes 
les rotations composantes, adjointes à une translation, sont parallèles entre 
eux. Si donc il pouvait exister deux mouvements hélicoïdaux équivalents, 
leurs axes seraient parallèles et les droites de F en coïncidence avec eux ne 
seraient pas modifiées par le déplacement, ce qui ne serait possible que si 
celui-ci se bornait à une translation parallèle à ces axes. Donc, dans le cas 
général, il ne peut y avoir qu'un axe de mouvement hélicoïdal. On en déduit 
immédiatement, l'axe étant unique, que la translation et la rotation le sont 
aussi; il suffit pour cela de considérer des projections faites, d’une part, sur 
la direction de l'axe, de l’autre, sur un plan perpendiculaire à cette 
direction. 


Remarque. — La formule A = Y, Y, se prête aisément à la composition 
des mouvements hélicoïdaux (°). Elle signifie, en effet, qu'un mouvement 
hélicoïdal quelconque @, d’axe X, d'angle ọ et de vecteur V, peut être 
décomposé en un produit de deux renversements 4, et Y, autour d’axes Y, 


(1) Ce qui, il faut le remarquer, n'a pas lieu pour une rotation et une translation finies 
disposées d'une façon quelconque l’une par rapport à Pautre. 
{2) Mode indiqué pour la première fois par Halphen (Nouv. Ann. de Math., 1882, p. 296). 
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= . . ` - . s V é ` o 
et Y,, perpendiculaires à X, distants de —et faisant entre eux l'angle D 


distance et angles comptés dans le sens de Y, vers Ya. 

Dès lors, si l’on a à composer les déplacements hélicoïdaux @,(X,, 91, V,) 
et D,(X:, 92, Vo), il suffit de prendre la perpendiculaire commune Y à X, et 
à N, comme axe du second renversement pour la décomposition de @, (le 
premier Y, résultant de la remarque précédente) et comme axe du premier 
renversement pour la décomposition de ®, (le second Y, résultant encore 
de la même remarque). On a alors pour le déplacement résultant 


D =(WYNYY-) =Y Y Y= M Y; 


et lon sait, d'après ce qui précède, composer lesdeux renversements Y, et Y, 
en un déplacement hélicoïdal, ce qui résout la question ('). 


B. — MOUVEMENT on! CONTINU. 


101 Axe instantané de viration. Mouvement au premier degré de liberté 
le plus général dans l'espace. — Si l’on considère deux positions infiniment 
voisines F et F' de la figure mobile, on pourra, d’après ce qui a été vu au 
n° 100, passer de l’une à l’autre par un déplacement hélicoïdal comprenant 
une rotation d’axe X et une translation parallèle à X simultanées, l’un de 
ces deux déplacements élémentaires composants pouvant, bien entendu, le 
cas échéant, se réduire à zéro. La limite de cet axe X est ce qu'on appelle 
l'axe instantané de rotation et de translation ou, plus simplement, de viration 
de la figure F. 

Afin de nous rendre compte de la façon dont peut être engendré le mou- 
vement continu de la figure F, considérons les surfaces réglées S et S, 
représentant le lieu des positions de l'axe instantané X par rapport à l'espace 
fixe et par rapport au système mobile dont fait partie la figure F, ces deux 
surfaces ayant à chaque instant en commun une génératrice confondue avec 
la position actuelle de X. 

Si nous appelons ż le paramètre arbitraire (le temps si l’on veut) dont on 
fait dépendre la position de F, considérons sur S et S, les génératrices X’ 


(1) Pour ce qui est de la forme canonique, non plus d’un déplacement, mais d’un retour- 
nement quelconque, voir la ("° édition, p. 290, où se trouve démontré ce curieux théorème 
de Chasles : les milieux des segments de droites unissant tous les couples de points 
correspondants de deux figures retournées l’une de l’autre sont tous dans un même 


plan. 


WwWw.rcin.org.pl 


198 PREMIÈRE PARTIE. — GÉOMÉTRIE PURE. 


et X, qui viendront en coïncidence pour la valeur t+ At du paramètre. 
Donnons-nous enfin sur S une courbe quelconque, et considérons sur S, 
le lieu C, des points qui viendront successivement coïncider avec ceux de C, 
Cet C, se coupant nécessairement en un point I de X. D'autre part, si les 
courbes C et C, coupent X’ et X, respectivement en l'et T,, ces deux points 


se correspondront de l’une à l’autre, et si Y’ est l'axe du déplacement héli- 
coïdal amenant, dans la position actuelle, X; sur X’, Y’se confond aussi, à 
la limite, avec X. 

Le déplacement élémentaire permettant d'amener I, en I’ se compose 
d'une. translation I, I” parallèle à Y’ et d’une rotation autour de cet axe, 
pendant laquelle le point I” décrit un arc de cercle ayant pour centre le 
pied J’ de la perpendiculaire abaissée de I’ sur Y’. 

Par exacte répétition du raisonnement du n° 94, on voit que 


ie 


lim A —0: 
Or, si l’on adopte encore le signe = pour l'égalité géométrique, on a 
8 ES À LES 0 
Par suite, en vertu de l'égalité précédente, 


0 7 r n 


ho =m 


At At 


Mais, ici, le second membre a, en général, une limite finie, représentée 


VAAAAAI FE 
VV VV VV Ai CII 
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par un certain vecteur v (vitesse de translation si { représente le temps) qui 
est parallèle à X. 

Il en résulte qu’à la limite, les plans XIT et XII, sont confondus, autre- 
ment dit que les surfaces S et S, ont même plan tangent en I; et, comme le 
point I est quelconque sur X, on voit que les surfaces S etS, sont de raccor- 
dement tout le long de l'axe instantané X. 

Il est toutefois essentiel de remarquer que, puisqu'ici on n'a pas 


lim = o, les courbes C et C, ne sont pas tangentes en Í et les arcs cor- 
respondants de ces courbes n’ont pas même longueur. 

Le mouvement élémentaire se décompose donc en un roulement de S Si 
autour de sa génératrice de raccordement X avec S, accompagné d’un glisse- 
ment le long de cette génératrice; c’est là ce qu'on appelle une viration. 

Il est important de porter son attention sur les remarques particulières 
qui suivent : 


e Puisque les surfaces S et S, sont constamment de raccordement le long 
de leurs génératrices correspondantes, c’est que, le long de ces génératrices, 
elles ont le même paramètre de distribution, les points et plans centraux 
correspondants venant en coïncidence, d’où il résulte que les lignes de 
striction forment un couple de courbes C et C,, telles que ci-dessus, corres- 
pondantes. 

L'égalité des paramètres de distribution entraîne, en outre, la consé- 
quence que si l’une des surfaces S et S, est développable, il en ‘est néces- 
sairement de même de l'autre. 

2° Si l'axe instantané est fixe par rapport à la figure mobile, X’, reste en 
coïncidence avec X et le point T, se troùve sur X (sans pour cela coïncider 


IF, 
avec |); autrement dit, la limite de -= 


T est un vecteur dirigé suivant X. Or, 


de l'égalité géométrique 
"i l'=U LIT, 


NT! 


FT 
en tenant compte de ce que l’on a démontré que lim + = 0, on déduit que 


l; H iim II F nI, 
ET Ye 1m ta 


Il" 
c'est-à-dire que le vecteur lim Fe 


cette conclusion est indépendante du choix de I sur X, on voit que le mou- 
vement élémentaire de cet axe consiste en un glissement sur lui-même. 


est dirigé aussi le long de X ; et comme 
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St donc l'axe instantané est fixe par rapport à la figure mobile, il l'est aussi 
dans l espace. 

3° Si, dans chaque position, la translation élémentaire s’annule, c'est-à- 
dire si ¢ —0,ona 

lim iE = lim n, . 
At At 

En ce cas, les courbes C et C, sont tangentes en I et roulent l’une sur 
l’autre et comme elles forment sur S et S, un couple quelconque de courbes 
correspondantes, on peut dire que le mouvement relatif de ces deux surfaces 
est lui-même un roulement. 


102. Complexe des normales. — En chaque point d’un système mobile 
il existe un nombre æ' de normales à la trajectoire de ce point. Ces points 
étant eux-mêmes en nombre æ, il semble au premier abord que toutes les 
normales à toutes les trajectoires des points du système mobile soient à 
chaque instant en nombre de æ*, comme l’ensemble même des droites de 
l’espace. Il n’en est rien cependant à cause du théorème qui dit que toute 
droite liée au système mobile qui est normale à la trajectoire de l’un de ses 
points lest encore, à la fois, aux trajectoires de tous ses points, théorème que 
nous avons obtenu comme conséquence de la formule (I) du n° 22. Toute 
normale à la trajectoire d’un point de la figure, étant en même temps 
normale aux trajectoires de tous les autres points de la figure qu'elle contient, 
entre un nombre æ' de fois dans le dénombrement général des normales: 
celles-ci ne sont donc, en réalité, qu’en nombre æ* et, par suite, forment 
un complexe. De plus, toutes les normales passant en un même point, étant, 
d’après ce qui vient d’être dit, normales à la trajectoire même de ce point, sont 
toutes dans un même plan, savoir le plan normal à cette trajectoire; donc : 
toutes les normales aux trajectoires des points de la figure mobile appartiennent, 
à chaque instant, à un complexe linéaire que nous désignerons par C,. 

La première conséquence qui résulte immédiatement de là est que les 
normales à toutes les trajectoires se confondent, à chaque instant, avec celles 
d’un ensemble d’hélices toutes de même pas et de même axe X (n° 86), telles, 
par conséquent, que les décriraient les divers points considérés s’ils étaient 
entrainés dans un mouvement hélicoïdal commun autour de X. On retrouve 
ainsi le mouvement de viration infiniment petit autour de l’axe instantané X, 
qui fait décrire à tous les points des arcs infiniment petits tangents à leurs 
trajectoires réelles et qui, pour cette raison, reçoit parfois le nom de mou- 
vement hélicoïdal tangent au mouvement réel pour la position considérée, 
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On voit, en outre, que l'axe instantané n’est autre que l'axe du com- 
plexe Cn, que le plan normal en chaque point est le plan polaire de ce 
point par rapport à C,, que si l'on appelle foyer d’un plan entrainé dans: 
le mouvement, le point de ce plan à la trajectoire duquel le plan est 
normal, un tel foyer se confond avec le pôle du plan par rapport à C,, etc. 

Il suffit, en quelque sorte, de transposer, d’après ces remarques, les pro- 
priétés obtenues précédemment pour les complexes linéaires © pour qu’elles 
deviennent des propriétés du mouvement au premier degré de liberté le 
plus général. | 

Les théorèmes du n° 84 montrent ainsi que les plans normaux aux trajec- 
toires des points d'un plan lié à la figure mobile passent par le foyer de ce 
plan, que les plans normaux aux trajectoires des points d’une droite D 
passent par une même droite D' (sa conjuguée par rapport à C,) et que, réci- 
proquement, les plans normaux aux trajectoires des points de D' passent 
par D. 

De ce dernier théorème il résulte immédiatement que les normales à la 
surface réglée [ D |, engendrée par D, tout le long de D, rencontrent D”. 
Autrement dit, le paraboloide des normales à la surface | D | le long de D, 
contient D'. Ces normales étant toutes parallèles à la direction de plan 
perpendiculaire à D rencontrent, en outre, l’adjointe : À (n° 85) de cette 
direction de plan ('), qui appartient, par suite, aussi à ce paraboloide. 

On sait, d'autre part, que le point central de | D | sur D se confond avec 
le sommet du paraboloïde des normales (n° 84); or, ce sommet se trouve 
à la rencontre des deux génératrices du paraboloïde qui sont respectivement 
perpendiculaires à ses plans directeurs; lune d'elles est la droite D, l’autre, 
la perpendiculaire commune à D et D’; ce point central est donc le pied, 
sur D, de la perpendiculaire commune à cette droite et à D’. 

On sait d’ailleurs (n°85, in fine) que cette perpendiculaire commune l’est 
aussi à D et à l'axe X de C,. Ainsi le point central sur D est le pied de la per- 
pendiculaire commune à cette droite et à l'axe instantané. 


103. Complexe des tangentes et des caractéristiques. — A chacun des 
points du système mobile, en nombre +°, correspond dans chaque position 
la tangente à la trajectoire de ce point; à chacun des plans liés à ce système, 
également en nombre æ, sa caractéristique. Les uns et les autres engendrent 


(1) Diamètre conjugué de cette direction de plan par rapport au complexe; c'est le lieu 
des points pour lesquels le plan normal est parallèle à cette direction de plan. 


D'OCAGNE. 26 
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donc un complexe (au reste, non linéaire). Il est très remarquable que ces 
deux complexes sont identiques. 

Pour l’établir ('), on peut commencer par démontrer le lemme suivant : 
si M et M, sont des points correspondants, P et P, des plans correspondants de 
deux figures homographiques quelconques F et F,, la droite MM, et la droite 
commune à P et P, engendrent des complexes identiques. 

Si, en effet, la droite MM, est regardée comme une droite D, de F,, son 
homologue D dans F passe par M; dès lors, le plan de D et D, regardé 
comme appartenant à F a un homologue P, qui contient D,. Donc, la 
droite MM, est en même temps la droite commune à P et P,. 

Inversement, si P et P, se coupent suivant D, que nous regardons 
comme appartenant à F,, son homologue D est dans P et rencontre, par 
suite, D, en un point M qui, pris dans F, a pour homologue dans F, un 
point M, situé sur D,. 


L'identité des complexes engendrés, d’une part, par MM,, de l’autre, 


par la droite commune à P et P, est ainsi établie. 

Si, dès lors, F et F, sont deux positions infiniment voisines d’une figure, 
invariable de forme, qui se déplace, on en déduit l'identité des complexes 
des tangentes et des caractéristiques. 

Par ailleurs, si D est la tangente à la trajectoire de M, le plan normal 
en M étant le plan polaire de ce point par rapport au complexe G, des nor- 
males, contient la conjuguée D’ de D; donc, D, perpendiculaire à ce plan, 
est perpendiculaire à D’, On voit de même que, si D et D’ sont conjuguées 
par rapport à G, et rectangulaires, le plan mené par chacune d'elles per- 
pendiculairement à l’autre est normal à la trajectoire du point où elle la 
rencontre. 

Donc, le complexe commun des tangentes et des caractéristiques se confond 
avec celui des droites qui sont perpendiculaires à leurs conjuguées par rapport 
au complexe des normales. 

Nous ajouterons, sans pousser cette étude plus loin, que ce complexe 
appartient à l'espèce particulière la plus simple des complexes du second 
ordre, celle des complexes dits tétraédraux qui sont tels que le rapport 
anharmonique des plans menés par chaque droite du complexe et les som- 
mets d’un certain tétraèdre soit constant (°). 


(1) M. l'examinateur Réveille et M. le répétiteur Lemaire nous ont, indépendamment Pun 
de l’autre, communiqué l’idée de cette démonstration. 

(2) On trouvera une étude géométrique sur les complexes de cette espèce au Chapitre IV 
de la brochure de M, Fouret déjà citée (2° note de la page 15). 
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Remarquons enfin que, puisque les tangentes aux trajectoires des 
points M de la caractéristique d’un plan sont dans ce plan, les perpendicu- 
laires à ce plan menées par ces points sont des normales à leurs trajectoires: 
elles appartiennent donc au complexe C,; et, puisque ces droites sont 
parallèles à tout plan perpendiculaire au premier, elles rencontrent 
l’adjointe de ce plan perpendiculaire. On voit donc que la caractéristique 
d’un plan peut étre obtenue comme projection orthogonale, sur ce plan, de 
l’adjointe d'un plan qui lui soit perpendiculaire. 


104. Exemples d'application. — I. Considérons un plan P qui roule E 
sans glisser sur une développable avec laquelle il est à chaque instant en e 
contact par une génératrice (x; toute courbe C invariablement marquée sur 
ce plan engendre ce qu’on appelle une surface moulure. d 

Le déplacement élémentaire se réduisant ici à une rotation autour de G, PANN 
les normales aux trajectoires de tous les points invariablement liés à P ren- Mes 
contrent G ; elles forment donc en ce cas un complexe spécial d’axe G. La 
trajectoire de tout point M de C est donc orthogonale à P, et le plan tan- 
gent en M à la surface | C | engendrée par C, contenant la tangente à cette 
trajectoire, est perpendiculaire à P. Ce plan P coupant orthogonalement la 
surface |C] tout le long de C, il en résulte immédiatement que c'est une 
géodésique de |C] et, d’après un corollaire du premier théorème de Joa- 
chimsthal, énoncé au n° 54, que la courbe C est une ligne de courbure de la 
surface moulure qu'elle engendre. Et comme les trajectoires des points M de 
celte courbe sont orthogonales à toutes les positions de C, elles constituent 
le second système de lignes de courbure de cette surface. Ce double théorème 
est dû à Monge. 
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II. Nous allons maintenant étudier les trajectoires des points d’une | 
ponctuelle, de support D, dont quatre points M,, M., M,, M, sont assu- | 
jettis à rester sur des sphères dont les centres O,, O., O,, O, sont dans un 
même plan P, ce qui, en vertu de la remarque contenue dans la deuxième 
note de la page 170, assure aux divers points de la ponctuelle des mouve- 
ments au premier degré de liberté. 

D’après ce qui a été vu au n° 102, les plans normaux aux trajectoires des à 
points M de D passent tous par une même droite D’ (conjuguée de D par 
rapport au ©, de la figure mobile). D'ailleurs, la correspondance entre les 
points M et les plans (M, D’) étant univoque, le rapport anharmonique de 
quatre de ces plans normaux est égal à celui des points M correspondants. 

Ce rapport anharmonique est encore celui des traces de ces plans sur un 
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plan quelconque, P par exemple; or, chacun des plans normaux en M,, M, 
M,, M, passant par les centres O,, O,, O;, O, contenus dans P, si la 
droite D’, par laquelle ils passent tous, rencontre ce plan P en 2, leurs 
traces sur P sont 20,, 20,, 50;, 50, et, puisque le rapport anharmonique 
de ces quatre rayons est constant, le lieu du point © est une conique (2) 
passant par O,, O,, 0;, O, en vertu d’un théorème bien connu. Si donc la 
trace du plan normal correspondant à un autre point M quelconque de la 
ponctuelle coupe cette conique (2) en O, le. rapport anharmonique des 
rayons 20,, 20,, 20,, 20 étant constant, le point O est fixe. La trajec- 
toire (M) ayant son plan normal passant par un point fixe O se trouve sur 
une sphère de centre O. De là ce théorème dû à Mannheim : Si quatre points 
d'une ponctuelle sont astreints à rester sur des sphères ayant leurs centres dans 
un méme plan P, tout point de cette ponctuelle décrit une trajectoire située sur 
une sphère dont le centre O est dans le plan P. D'ailleurs les centres O se 
trouvent tous sur une même conique de ce plan P (1). 


y. — MOUVEMENT m? CONTINU. 


105. Relation entre les normales aux surfaces trajectoires. — Nous 
avons vu (n° 90) que, dans un mouvement M?, chacun des points M du 
système mobile admet une surface trajectoire | M] lieu de toutes les trajec- 
toires (M) que peut décrire le point M dans tous les mouvements M' que 
contient ce mouvement M”. Toutes les trajectoires (M) passant par une 
position déterminée du point M admettent des plans normaux qui passent 
tous par la normale MN en M à la surface trajectoire [M]. Cette nor- 
male MN est donc commune aux plans normaux aux trajectoires (M) cor- 
respondant à deux mouvements M' particuliers contenus dans M? et que 
nous désignerons par M! et M!. L'ensemble de toutes les normales MN 
est donc constitué par la congruence linéaire €, commune aux complexes 
linéaires C! et C? des normales répondant respectivement aux mouve- 
ments A! et Ml. Or, une telle congruence €, admet deux directrices D 
et D’, conjuguées par rapport à l’un quelconque des complexes C, du fais- 
ceau dont cette congruence constitue la base. On voit donc que les normales 
aux surfaces trajectoires de tous les points d'une figure assujettie à un mouve- 


(1) On trouvera dans le Journal de l'École Polytechnique (2° série, cahier 11, 1906) un 
remarquable Mémoire ‘sur les déplacements à trajectoires sphériques dans lequel 
M. Bricard a obtenu sur ce sujet des propositions beaucoup plus générales, 
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ment WE rencontrent toutes, pour chaque position de la figure, deux mémes 
droites D et D' qui dépendent d'ailleurs de cette position. Ce théorème fonda- 
mental, dans la théorie des mouvements M?, a été découvert par Schöne- 
mann, puis par Mannheim, de façon tout à fait indépendante. 

Il en résulte immédiatement que, si une ponctuelle de support G participe 
à un mouvement M? ('), les normales aux surfaces trajectoires des différents 
points de G appartiennent, pour chaque position de cette droite, à une semi- 
quadrique dont les directrices sont G, D et D’. | 

Puisque, ainsi qu'on l’a vu au n° 90, un mouvement M? est complète- 
ment déterminé lorsqu'on se donne les surfaces trajectoires de quatre des 
points de la figure mobile, le théorème de Schônemann-Mannheim per- 
| mettra d'obtenir, pour chaque position de la figure, la normale N à la sur- 


Fig. 65. 


face trajectoire de l’un quelconque M de ses points, si l’on connait les nor- 
males N,, Na, N;, N, aux quatre surfaces directrices. Il suffira, en effet, de 
déterminer les droites D et D’ rencontrant ces quatre normales et de mener 
par M la droite N rencontrant à la fois D et D’. Mais, ici, une remarque 
s'impose : les droites D et D’ peuvent être imaginaires conjuguées et, par 
suite, la construction -effective de la normale N, au moyen de ces deux i 
droites, devenir illusoire. | 


Or, si lon traite le problème analytiquement, on reconnait sans peine 
que le mode de liaison de N avec N,, N,, N,, N, est linéaire, ce qui montre 


(1) La remarque faite dans la note de la page 171 montre {que, si Pon considère cette 
ponctuelle isolément, il suffira, pour que son mouvement soit au deuxième degré de 
liberté, que l’on astreigne trois de ses points à rester respectivement sur trois surfaces 

? © l : 


données, ` 
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que, même lorsque D et D’ sont imaginaires, on doit pouvoir effectivement 
construire N lorsque les quatre autres sont données. Diverses variantes ont 
été proposées pour une telle construction; en voici une qui est due à 
M. Henri Vergne (') : 

Menons par M la droite ©,, rencontrant N, et N, en M’, et M, puis cou- 
pons les droites N, et N, en M’, et M, par le plan de N, et ò,,; la droite M‘ M’, 
coupe 2, en M’ et N, en M’. Cela fait, si nous regardons les points M’, M, 
M, M et M; comme appartenant au système mobile, chaque normale étant 
la même pour tous les points qu’elle renferme (puisque les normales appar- 
tiennent à la congruence c, et que, par tout point, ne passe qu'une droite 
de cette congruence), on voit que les normales correspondant à ces divers 
points sont N,, Na, Ns, N, et N,. Si N'est la normale correspondant au 
point M’, on voit, puisque M, M, M,, M, appartiennent à une ponctuelle 
de support ò, », d’une part, et M, M’, M, M à une ponctuelle de support òs, 
que N',N,, Na, N, appartiennent à une même semi-quadrique (°), ce qui 
permet la construction de N’, puis, de même, que N, N', N;, N, appar- 
tennent à une autre semi-quadrique, ce qui permet la construction de N. 


106. Axes instantanés de rotation conjugués. — De ce que, pour obtenir 
la congruence €,, nous avons pris deux mouvements A! quelconques con- 
tenus dans le mouvement M, il s'ensuit que le complexe C, correspondant 
à l’un quelconque de ces mouvements M! contient la congruence €, ; autre- 
ment dit, les complèxes ©, correspondant, pour une position donnée, à 
tous les mouvements M! infiniment petits contenus dans le mouvément M? 
considéré forment un faisceau linéaire dont la base est la congruence c.. 

Or, parmi tous ces complexes se trouvent deux complexes spéciaux ayant 
respectivement pour axes les directrices D et D' de ç, (n° 88). Les mouve- 
ments JR! correspondants sont donc tels que les normales à toutes les tra- 
jectoires correspondantes rencontrent soit D, soit D’; ce sont donc des 
rotations dont les axes sont respectivement D et D'. Ainsi, parmi tous les 
mouvements OÙ, infiniment petits, contenus dans le mouvement M? donné, à 
partir de la position considérée, il y a deux rotations infiniment petites d'axes 

respectifs D et D". | | ' 

Or, il est facile de voir que tout mouvement MNU’ infiniment petit, contenu 
dans le mouvement M? donné, peut être obtenu par composition de deux 


(1) Bulletin des Sciences mathématiques, 1913, p. 121. 
(2) Car ces quatre droites rencontrent les droites D et D’ et une troisième droite, le 
support dis ou òz, Suivant le cas. 
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quelconques de ces mouvements M'. En effet, les coordonnées (x, y, z) 
d’un point quelconque M du système mobile pouvant s'exprimer en fonc- 
tion des deux paramètres # et ¢ qui régissent le mouvement, on a, pour des 
accroissements infiniment petits quelconques de u et v, 


dx dx 
dt = Fr du + Se dy, 
dy dy. ;. 
dy = Jü du + à ds, 
dz 3 
dz = 7 du =- yA 


Si donc on représente par U et V les vecteurs dont les projections sur les 
axes sont respectivement 


‘dx dy: dz` i dx dy oz 
Er du) de” dv” dr)’ 


vecteurs qui varient d’un point à un autre, mais sont indépendants du mou- 
vement élémentaire M' défini par (du, de) à partir de la position considérée, 
on a, en appelant ds le déplacement élémentaire du point M dans ce mouve- 


ment AN", 
= Udu Vdv: 


Or, si (du,, de,) et (du,, de,) sont les accroissements infiniment petits 
correspondant à deux mouvements élémentaires particuliers A! et M! pour 
lesquels les déplacements de M sont ds, et ds,, on peut toujours trouver des 
facteurs À, et À, tels que 


du =, du, + à, du, dv =, dv, + à, dv, 


el, par suite, on aura 
ds = À, ds, + à, ds.. 


Ainsi, le déplacement d’un point quelconque du système dans le mouve- 
ment élémentaire M' s'obtient par sommation géométrique des déplace- 
ments de ce point dans deux mouvements élémentaires particuliers M, 
Nii, contenus dans le mouvement M’, ces déplacements étant multipliés 
respectivement par des facteurs numériques À, et À, indépendants de la 
position du point M dans le système en mouvement. 

On peut dire plus simplement que tout mouvement élémentaire M\ contenu 
dans WC peut étre décomposé en deux mouvements particuliers W! et M! éga- 
lement contenus dans M. 
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Si, notamment, on prend pour ces mouvements particuliers les deux 
rotations d'axes D et D’, on voit que tout mouvement élémentaire M du sys- 
tème assujetti au mouvement N°, à partir de la position considérée, peut étre 
décomposé en deux rotations infiniment petites respectivement autour de D et 
de D' qui, pour cette raison, peuvent être dits des axes instantanés de rotation 
conjugués. 

On peut se demander quel est le lieu des axes instantanés de viration X, 
correspondant à chacun de ces mouvements élémentaires M'. Puisque les 
droites D et D’ sont conjuguées par rapport au complexe C, correspondant, 
laxe X, en vertu du dernier énoncé du n° 85, rencontre à angle droit la 
perpendiculaire commune Y à D et D’. Considérons, d'autre part, en un 
point quelconque A de D, les droites des divers complexes C,, parallèles 
aux plans orthographiques correspondants; chacune d'elles rencontre D’, 
c'est-à-dire est contenue dans le plan (A, D’), et est perpendiculaire à 
laxe X correspondant. En somme, les axes X er question sont les perpendi- 
culaires communes à Y et aux droites du plan ( A, D^), passant par le point A. 
Donc, d’après ce qu'on a vu au n° 74, le lieu des axes instantanés de vira- 
tion X est un cylindroïde ayant pour génératrice double la perpendiculaire 
commune Y à D et D. 

On pourrait développer, pour les mouvements à trois, quatre ou cinq 
paramètres, des théories analogues où interviendraient les propriétés des 
systèmes de complexes linéaires en nombre &', +? ou æ” dont il a été ques- 
tion au n° 89, mais nous nous bornerons ici à ce qui précède. 


107. Surfaces focales d'une congruence. — Comme application d’un des 
théorèmes du numéro précédent, nous allons établir l’existence (annoncée 
dans la première note de la page 155) des surfaces focales d’une congruence 
quelconque, c’est-à-dire des deux surfaces auxquelles sont tangentes toutes 
les droites de la congruence. 

Soit done G une droite quelconque appartenant à une congruence, et 
que nous regardons comme support d'une ponctuelle (P). La congruence 
peut être engendrée par un mouvement M? de la droite G, dans lequel 
chaque point P décrit une surface trajectoire [|P |. 

D’après ce qui a été vu au n° 105, le lieu des normales aux surfaces | P | 
le long de G est une semi-quadrique S. En deux points particuliers P, et P, 
de G, les génératrices de cette semi-quadrique sont perpendiculaires à G; 
il suffit, pour s’en convaincre, de remarquer que le cône directeur de S est 
coupé par le plan mené par son sommet perpendiculairement à G suivant 
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deux génératrices. Les génératrices N, et N, de S parallèles à celles-ci 
coupent G aux points P, et P, cherchés, où les normales aux surfaces trajec- | 
toires [ P,}et[P, ] sont N, et N.. 

Lorsque la droite G vient successivement coïncider avec toutes les droites 
de la congruence, les points P, et P, ont pour lieux géométriques certaines 
surfaces X, et X. Nous allons démontrer que ces surfaces sont tangentes en 
P, et P, aux surfaces trajectoires |P, | et [P, |, ou, ce qui revient au même, 
qu'elles admettent pour normales en ces points N, et N,. La droite G, per- 
pendiculaire à N, et N,, sera donc tangente à ces surfaces X, et X, en P, et 
P., et, par suite, ces surfaces X, et X, constitueront les surfaces focales cher- 
chées. 

Démontrons donc, par exemple, que la surface X, est normale en P, à N,. 


Fig. 65. 
P. 


Soit, sur une droite quelconque G” de la congruence, infiniment voisine de G, 
P', le point analogue à P,. Il suffit, pour que le théorème soit établi, de 
prouver que la limite de la droite P, P% est perpendiculaire à N,. 

Prenons, dans la ponctuelle de support G’, le point P? correspondant à P, 
(c’est-à-dire le point, marqué sur G’, venant en P, quand G’ vient coïncider 
avec G dans le mouvement M? considéré). A la limite, la droite P,P? vient > 
dans le plan tangent en P, à la surface trajectoire [P,]; elle est donc, 
d’après ce qu’on vient de voir, normale à N,. D’autre part, la droite PP, 
confondue avec G’, coïncide à la limite avec G également normale à N,. Le 
plan P, P? P’, des deux droites précédentes est donc, à la limite, normal à N,, 
et il en est de même de la limite de la droite P, P’, contenue dans ce plan. 
De plus, G’ étant une droite quelconque de la congruence, le plan tangent 
à Ë,, qui est le lieu de tous les éléments P, P' pris à la limite, est normal 
à N,. 


108. Congruences de normales. — Les normales à une surface, qui 


D'OCAGNE, 27 
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dépendent de deux paramètres, forment une congruence, et nous avons, 
pour ce cas, établi directement (n° 54) l'existence des surfaces focales qui 
ne sont autres que les deux nappes de la développée de la surface considérée. 

Mais le fait que, dans ce dernier cas, les plans tangents aux surfaces 
focales, en leurs points de contact avec une droite de la congruence, sont 
rectangulaires entre eux, montre que les droites d’une congruence ne sont 
généralement pas normales à une méme surface et que, pour qu'il en soit 
ainsi, il faut que les plans tangents aux surfaces focales, aux deux points où 
elles sont touchées par une méme droite de la congruence, sortent perpendicu- 
laires entre eux. Nous allons maintenant démontrer que cette condition est 
suffisante (!). 


Fig. 67. 


On suppose donc que les plans tangents aux surfaces focales X, et E, en 
leurs points de contact P, et P, avec toute droite G de la congruence sont 
perpendiculaires entre eux. On peut, sur X, envisager toutes les courbes y,, 
en nombre simplement infini, dont toutes les tangentes sont des droites G. 
Ces tangentes le long de y, engendrent une développable circonscrite à E, ; 
par suite le plan osculateur à y, en P, se confond avec le plan tangent à F, 
en P,. Le plan osculateur de y, en P, est donc, suivant l'hypothèse, normal 
au plan tangent à E, en ce point, d’où résulte que y, est une géodésique 
de Z, (n° 62). 


Soient maintenant, sur X, ©, les trajectoires orthogonales des y,. Deux 


(1) Démonstration due à l’élève Bavard de la promotion spéciale 1919. 
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quelconques d’entre elles V, et Y, découpent sur les y; des arcs tous égaux 
entre eux (Th. IH du n° 63). 

Considérons maintenant la développante à, de chaque Y,, à partir de son 
point P, sur &,. Le lieu de ces 2, est une surface S. Les droites G’ de la 
congruence tangentes à X, le long de ©, coupent S suivant une courbe 6, 
qu’elles rencontrent en des points M’. Or, d’après la propriété fondamen- 
tale des développantes, P‘ M’, == arc PP, ; le segment PM est donc de lon- 
gueur constante, el, comme il reste normal en P’ à ©, il l’est aussi en M’ 
à 0, (Remarque I du n° 22). Dès lors, G’ normale à ò, et à 0°, l’est à la sur- 
face S sur laquelle sont situées ces courbes, et le théorème est démontré. 

Si l’on était parti d’une autre ©, de la surface E,, on aurait obtenu une 
autre surface S parallèle à la première et admettant comme elle pour nor- 
males toutes les droites de la congruence. 


109. Cas singulier du mouvement au deuxième degré de liberté. Théo- 
rème de Ribaucour. — Envisageons à part le cas où, pour chaque position 
de la figure assujettie à un mouvement M, les complexes C, attachés aux 
différents mouvements A! infiniment petits contenus dans M? forment un 
faisceau spécial comme celui que nous avons rencontré à titre de cas singu- 
lier du faisceau général (n° 88, in fine). Dans ce cas, les droites D et D’ 
étant concourantes, tout déplacement infiniment petit de la figure, équiva- 
lent, en vertu du dernier théorème démontré, à deux rotations autour de 
ces axes, pourra se réduire, d’après ce qui a été vu au n° 98, à une rotation . 
unique autour d’un axe passant par le point de rencontre de D et D”. 

Si, d’ailleurs, M est un point de la figure mobile dans sa position actuelle, 
la normale à la surface trajectoire |M | de ce point passera par le point de 
rencontre I des droites D et D’, à moins que M ne se trouve dans le plan 7 
des droites D et D’, auquel cas, toute droite menée par M dans ce plan, ren- 
contrant D et D’, est une normale pour ce point qui décrit, par conséquent, 
quel que soit le déplacement infiniment petit considéré, un élément de ligne 
normal au plan 7. 

Pour chaque position de la figure, les axes des complexes C,, tous spé- 
ciaux, passent tous par le point I et, lorsque la figure occupe toutes les 
positions, en nombre +?, compatibles avec le mouvement M? considéré, le 
point I décrit une surface X par rapport à l’espace fixe, et une autre sur- 
face X, par rapport à la figure mobile, ces deux surfaces se correspondant 
point par point, et leurs points correspondants veaant successivement coïn- 
cider pour fournir le sommet I du faisceau des axes des C, spéciaux relatifs 
à une position donnée de la figure. 
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Si E, et XY, sont deux positions quelconques de X, ayant respectivement 
en commun les points I et Į’ avec X}, on peut passer d’une position à l’autre 
par un intermédiaire continu de positions telles que le point I décrive sur X 
un arc quelconque de courbe donnée C; les points de È, qui viennent suc- 
cessivement coïncider avec ceux de cet arc sont eux-mêmes distribués sur 
un arc d'une certaine courbe C, de X. Or ici, tous les mouvements M!’ 
infiniment petits contenus dans AM? se réduisent à des rotations. Le mou- 
vement relatif des surfaces réglées, qui engendre le mouvement A! de la 
position X, à la position X‘, se réduit donc à un roulement (Remarque III 
du n° 101). En particulier, la courbe C, roule sur la courbe C, et comme C 
est une courbe quelconque tracée sur X, il en résulte : 1° que les surfaces £ 
et X, sont tangentes en I; 2° que deux arcs correspondants quelconques 
sur X et E, sont de même longueur, ce qui implique que ces surfaces sont 
applicables l’une sur l’autre. | 

On voit donc que le mouvement M peut ètre engendré, dans cette hypo- 
thèse, par roulement. de toutes les manières possibles, sur la surface X, de la 
sur face X, qui lui est applicable. 

Ce beau théorème est dû à Ribaucour. 


B. — APPLICATION A LA THÉORIE DES SURFACES ('). 


110. Propriétés générales des surfaces apsidales. — On appelle 
apsides (2) d’une courbe plane par rapport à un point O de son plan les 
points de cette courbe dont la distance au point O est soit maximum, soit 
minimum ; autrement dit, les pieds des normales menées du point O à la 
courbe, et rayons apsidauæ de cette courbe pour le point O, les distances du 
point O aux apsides. Par ekemple, les rayons apsidaux d’une ellipse, pour 
son centre, sont les demi-axes de cette ellipse. 

Si, maintenant, normalement à chacun des plans passant par le point O, 
on porte des vecteurs OM,, égaux aux rayons apsidaux OM de la section 
faite par ce plan dans une surface S, le lieu S, des points M, est dit la 
sur face apsidale de la surface S pour le point O. 

Si M est un point quelconque de la surface donnée, il suffit de prendre, 
dans le plan tangent en M à cette surface, la droite MT perpendiculaire 


(1) L'étude des propriétés des surfaces par les méthodes de la géométrie cinématique est 
due principalement à Mannheim. Voir la note de la page 168. 

(2) Par extension d’un terme astronomique, relatif aux positions des planètes ou des 
comètes sur leur orbite, dans lesquelles elles sont le plus ou le moins éloignées du Soleil. 
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à OM, et de couper la surface par le plan OMT pour avoir la section dans 
laquelle OM est rayon apsidal du point O. Ce rayon reporté en OM,, sur 
la perpendiculaire élevée en O au plan OMT, donne le point correspon- 
dant M, de la surface apsidale. 

Nous allons d’abord déduire la normale en M,, à la surface S,, de la nor- 
male en M à la surface S. Faisons pour cela une projection orthogonale de 
la figure de l’espace sur le plan mené par OM perpendiculairement au plan 
de la section considérée. La tangente MT en M à cette section étant, par 
construction, perpendiculaire à OM est une droite de bout. Le plan tan- . 


Fig. 68 


gent à la surface S, qui passe par cette tangente, est donc un plan de bout, 
de trace MP, et la normale à S en M est dans le plan de projection; il en est 
de même du vecteur OM, mené par O perpendiculairement au plan de la 
section considérée. Tirons la droite MM,. La droite MN est, d’après ce qui 
précède, dans le plan OMM, qui est celui même de la figure. Elle rencontre 
donc OM, en un certain point F. 

Cela posé, considérons la figure, invariable de forme dans l’espace, cons- 
tituée par langle OMM, égal à 45°, Si l’on fait décrire au sommet M de cet 
angle une trajectoire (M) quelconque sur la surface S, le côté MO de l'angle 
passe constamment par le point O et le côté MM, engendre une certaine 
surface réglée R. L'ensemble du plan de l'angle mobile est donc animé d’un 
mouvement 2. Le plan normal à (M) en M passe par la normale MN à la 
surface S, qui est, par suite, la trace de ce plan normal sur le'plan mobile. 
Le plan normal en O à la trajectoire du point marqué sur MO qui coïncide 
avec O dans la position initiale est le plan de bout mené par OM, qui est, 
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par suite, la trace de ce plan normal sur le plan mobile. Il en résulte que 
le foyer du plan de l'angle mobile, dans ce mouvement A', est le point de 
rencontre F de MN et de OM. 

Abaissons de F sur MM, la perpendiculaire FH. L'élément de ligne 
décrit, sur la surface R, par le point marqué sur le côté MM, de l'angle 
OMM ,, qui coïncide actuellement avec H, est normal à FH. Le plan tan- 
gent en H à R, qui contient cet élément et la génératrice MM, également 
normale à FH, est donc perpendiculaire au plan de la figure. 

Considérons maintenant la figure invariable constituée par langle OM, M 
égal aussi à 45°. Le mouvement du plan de cet angle est distinct de celui du 
plan de OMM,, bien que ces plans soient constamment appliqués l’un sur 
l’autre; si, en effet, on considère les figures tracées sur ces plans (angle 
OMM, d’une part, angle OM, M de l’autre), elles sont en mouvement l’une 
par rapport à l’autre, mais la droite indéfinie MM, entrainée dans l’un et 
l’autre mouvement, engendre la même surface R. Appelons donc (M,) 
l'intersection de cette surface R et de la surface S, lieu de M,, et consi- 
dérons encore le mouvement M' de langle OM,M, qui fait décrire au 
point M, cette trajectoire (M,). L’exacte répétition des raisonnements qui 
précèdent fera voir que la trace du plan normal en M, à (M,) sur le plan 
mobile coupe la droite OM sur la perpendiculaire à MM, menée par le 
point H de cette droite où le plan tangent est perpendiculaire au plan 
OMM,, c’est-à-dire sur la droite FH précédemment tracée. Si donc F, est 
le point de rencontre de cette droite FH et de OM, la trace du plan normal 
à (M,) sur le plan mobile est M,F,. Or, cette droite qui ne dépend que 
de MN est indépendante de la courbe (M,) que M, décrit sur S, ; autrement 
dit, tous les plans normaux aux courbes (M) passent par M, F, ; cette droite 
M, F, est donc la normale cherchée à la surface S,. Mais, étant, comme MN, 
dans le plan du triangle OMM,, elle rencontre MN en un point N. De plus, 
les droites F, H et OM, étant des hauteurs du triangle MM, F,, la droite MN, 
qui passe par leur point de concours, est aussi une hauteur de ce triangle. 
Finalement, nous obtenons ce théorème : La normale M,N à la surface 
apsidale S, n'est autre que la perpendiculaire abaissée de M, sur la normale 
MN à la surface S. | 

Le plan tangent à S, est donc de bout et l’on en déduit immédiatement 
que la surface apsidale de S, pour le point O est la surface S. 

Prenons maintenant les surfaces polaires réciproques Ë et X, de S et S, 
par rapport à une sphère de centre O et de rayon r. Les plans polaires des 
points M et M, sont les plans perpendiculaires à OM et OM, (donc encore 
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de bout par rapport au plan de la figure), menés par les points 7 et 7, tels 


que 

OM.Or= OM, OT, — pr? 

et, par suite, | 
Or—=0Ox.. 


Ces plans touchent les surfaces X et X, respectivement aux points wet p, 
obtenus au moyen des perpendiculaires OP et OP, abaissées de O sur les 
plans tangents en M et M,, et l’on a encore 


Ou OP.=OT%r OM: 7, 
Op. OPS Ot OM = r?. 


Comme, d’ailleurs, les triangles rectangles OPM et OP, M, sont égaux, 
ce qui entraine OP = OP, , on a aussi 


OO 1e, 


D'ailleurs, les normales uv et 1, ven Let y, sont encore dans le plan de la 
figure (comme perpendiculaires aux plans de bout de traces ny et T, w). 
On voit donc que la relation entre les points pet 11, est exactement la même 
que celle entre les points M et M, et, par suite, que les surfaces È et X, sont 
également apsidales lune de l’autre. Donc, les sur faces polaires réciproques, 
par rapport à une sphère de centre O, de deux surfaces apsidales l’une de 
l'autre relativement au point O, sont aussi apsidales, l’une de l’autre relati- 
cement à ce point. 


111. Surface de l'onde. — Si le point O est le centre d’une excitation 
lumineuse, au sein d’une masse cristalline.homogène pour laquelle on con- 
nait l’ellipsoide d’élasticité E de centre O, Fresnel a démontré que la sur- 
face de londe lumineuse, au bout d’un certain temps, est homothétique par 
rapport à O de la surface apsidale de l’ellipsoide E relativement au point O, 
surface que nous représenterons par O. Il suffit donc d'appliquer les théo- 
rémes précédents en confondant la surface S avec lellipsoïde E, pour obte- 
nir les propriétés correspondantes de la surface de londe O. 

En particulier, puisque la polaire réciproque d’un ellipsoïde par rap- 
port à une sphère concentrique est un autre ellipsoïde, on voit que la 
polaire réciproque d'une surface de londe par rapport à une sphère de 
méme centre est une autre surface de londe ('). 


(1) Si l’on se reporte à la figure 68 (p. 213), on voit que le plan polaire du point M, est le 
plan mené perpendiculairement à OM, par le point z; tel que Ox,. OM; = r? (r étant le 
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Il est facile de former l'équation de la surface de l’onde. L’ellipsoide E, 
de demi-axes 4, b, c, étant rapporté à ses axes coordonnés ordinaires, on 
démontre, dans les Cours de Géométrie analytique, que les demi-axes de la 
section diamétrale, normale à la direction dont les cosinus directeurs sont «, 
B, y, sont les racines en p de l'équation 


Ces vecteurs p étant précisément portés sur la droite (x, 5, y) menée par 
l’origine, on voit que le lieu de leurs extrémités, qui est la surface O, a pour 
équation 

a? x? b? y? c? g? 


—— 


-s +t a 0 
a — p’ b — p? e — p? , 


avec 0° = x’? + y? + 2°. Cette équation peut encore s'écrire 


(aa? + b?y? + ez?) ( x? + y? + 3?) 
— [a?(b? + c?)x? + b*(c° + &)y° + (a + b?)z3°] +. a? b*c? —0. 


On voit donc que cette surface du quatrième ordre rencontre le plan de 
l'infini suivant les deux coniques situées respectivement sur les cônes 


G] 


2 


idii 


+ 

= 
is 

La] 


L y + 80, ax? + by 


la première n'étant autre que l’ombilicale). Elle possède donc, dans le plans 
de l'infini, quatre points doubles qui sont les points communs à ces deux 
coniques. Nous allons nous rendre compte des autres singularités qu’elle 
possède à distance finie. 

On voit immédiatement, sur l'équation de la surface, que les sections 
principales par les plans coordonnés, qui sont de symétrie pour la surface O 
comme pour l’ellipsoïde E, se décomposent en une ellipse et un cercle. Mais 
il est aussi facile de s’en rendre compte géométriquement de la manière sui- 
vante : 

Considérons les sections diamétrales de l’ellipsoïde passant par un des 
axes principaux OB par exemple. Les distances apsidales sont, dans cette 
ection, le de mi-axe OB et un rayon de l’ellipse principale AC, qu'on fait 


rayon de la sphère par rapport à laquelle sont prises les polaires). De là, la définition sui- 
vante pour la surface de l’onde : Sur la perpendiculaire élevée en O à une section plane 
quelconque de l’ellipsoïde E, on prend des segments inversement proportionnels aux 
demi-axes de cette section; les plans parallèles au plan de la section, menés par les 
extrémités de ces segments, ont pour enveloppe une surface de londe. Ce mode de géné- 
ration de la surface de l'onde se rencontre dans les Cours de Physique. 
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tourner d'un angle droit dans le plan même de cette ellipse. Les extrémités 
des vecteurs normaux au plan de cette section diamétrale (lorsque celle-ci 
pivote autour de OB) sont donc, dans le plan de l’ellipse AC, un cercle de 
centre O et de rayon OB et une ellipse dont les demi-axes sont OC, = OC 
suivant OA, et OA, = OA suivant OC. 

On voit donc que, si l’on porte des vecteurs égaux à chacun des demi- 
axes de l’ellipsoïde sur les deux axes qui lui sont perpendiculaires, en 
affectant des indices 1, 2, 3 les points marqués respectivement sur OA, 
OB, OC, on obtient pour la surface O les trois sections principales sui- 
vantes : 


Dans le plan OAB le cercle C;C, et l'ellipse A,B: 
» OBC » À, À, » Ds: 
i OCA © B, AT Dy TA 


1 3 


Dans chacun de ces couples, le cercle et la conique se coupent en 4 points 
L 


(réels seulement dans le plan OAC si l’on suppose, comme d'ordinaire, 
a `> b> c) qui sont des points doubles pour la surface, et qui, joints à ceux 
déjà obtenus dans le plan de l'infini, donnent en tout 16 points doubles 
pour la surface, nombre maximum de ceux que peut posséder une surface 
du quatrième ordre (' ). En de tels points, les tangentes à la surface, au lieu 
d'être dans un même plan, forment un cône du second degré. 


(1) La surface de londe est donc un cas particulier de la surface de Kummer qui est la 
surface du quatrième ordre la plus générale à 16 points doubles (qui entraînent nécessai- 
rement l'existence de 16 plans tangents doubles) et dont l'étude a été approfondie par 
M. G. Humbert au moyen d’une représentation de ses coordonnées par les fonctions abé- 
liennes. La transformée homographique la plus générale de la surface de londe, ou tétraé- 
droïde de Cayley, n’est elle-même qu’un cas particulier de la surface de Kummer. 


D'OGAGNE. 28 
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Puisque la polaire réciproque de la surface O est une autre surfacé de 
londe, possédant 16 points doubles d’après ce qui précède, c’est donc que 
la surface O possède elle-même 16 plans tangents doubles la touchant cha- 
cun suivant une conique, corrélative du cône des tangentes correspondant. 

Nous allons, pour terminer cette étude, chercher à déterminer les cônes 
des tangentes aux points doubles et les courbes de contact des plans tan- 
gents doubles. 


Cône des tangentes en un point double. — Supposons que le point M 
décrive une section circulaire diamétrale © de l’ellipsoïde E. Chacun de ces 
points étant une ‘apside sur cette courbe C donne un même point M, de la 
surface O. Mais, à chacun de ces points M correspond une normale M,N 
particulière qui est la perpendiculaire abaissée de M, sur MN. 

Le lieu des tangentes en M, est le còne supplémentaire de celui qu'en- 
gendre cette normale MN. Or, lorsque le point M parcourt le cercle C, la 
normale MN reste perpendiculaire aux génératrices du cylindre circonserit 
à E le long de ©. Donc, la parallèle OI à MN, qui coupe M, N en l, reste 
dans le plan mené par O perpendiculairement à la direction de ces généra- 
trices, et le lieu du point I est le cercle intersection de ce plan et de la sphère 
décrite sur OM, comme diamètre. Le lieu des normales M,N en M, est donc 
le cône de sommet M, ayant ce cercle pour base, cône du second ordre dont 
le supplémentaire, lieu des tangentes en M,, est également du second ordre. 
Remarquons, en outre, que les projections P, du point O sur les plans tan- 
gents en M, décrivent le cercle symétrique de celui que parcourt le point I, 
par rapport au centre de la sphère décrite sur OM,. 


Conique de contact d'un plan tangent double. — Au point double M, de la 
première surface de londe correspond le plan: tangent double 7, w, de sa 
polaire réciproque. Dans la position considérée, ce plan a pour point de 
contact p, inverse de P, ; or, nous venons de voir que P, décrit un cercle; il 
en est donc de même de son inverse 4, et l’on voit que chaque plan tangent 
double d’une surface de londe la touche suivant un cercle. 

Les propriétés ci-dessus des points doubles et des plans tangents doubles 
de la surface de l’onde interviennent dans l'explication des phénomènes 
d'optique connus sous les noms de réfraction conique et de réfraction 
cylindrique. 


DEUXIÈME PARTIE. 


GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 


V. — CINÉMATIQUE APPLIQUÉE. 


à A. — THÉORIE DES MÉCANISMES. 


a. — GÉNÉRALITÉS. 


112. Définition des mécanismes et couples cinématiques. — D'une 
manière générale, on peut dire qu’un mécanisme est un ensemble de corps 
soumis à de mutuelles liaisons, établissant entre eux une certaine relativité 
de mouvement. Le degré de liberté de ces mouvements relatifs peut 
d’ailleurs varier du premier au cinquième (n° 90). L'ensemble des éléments 
constitutifs d’un tel mécanisme est appelé par M. Kænigs, qui s’est livré 
sur ce sujet à des études approfondies, une chaîne cinématique, deux élé- 
ments de la chaîne, en liaison directe, formant ce qu'il nomme un couple. 

Le couple est dit de contact lorsque les deux éléments qui le composent 
sont simplement en contact soit par un seul point (contact ponctuel), soit 
tout le long d’une ligne (contact linéaire). Si le contact a lieu sur toute 
l'étendue d’une certaine surface, on a affaire à un couple d'emboïtement; 
mais pour qu'un tel contact soit compatible avec une certaine liberté de 
mouvement, il faut que la surface suivant laquelle se fait le contact puisse, 
sans se déformer, recevoir un certain mouvement qui la laisse en coïnci- 
dence avec elle-même. 

Les seules surfaces pour lesquelles existe une telle possibilité sont : 
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a. Les surfaces de révolution (pour lesquelles le mouvement M' est une 
rotation autour de leur axe) donnant naissance au couple rotoïde ; 

b. Les surfaces prismatiques comprenant les cylindres non de révolution 
(pour lesquelles M' est une translation parallèle à leurs arêtes) qui donnent 
naissance au couple prismatique ; 

c. Les hélicoïdes (pour lesquels M' est le mouvement hélicoïdal admet- 
tant leur axe et leur pas) donnant naissance au couple vis; 


2° Pour un MOUVEMENT M? : 


d. Le cylindre de révolution (pour lequel le mouvement M? se compose 
d’une translation et d’une rotation quelconques le long et autour de son 
axe) donnant naissance au couple verrou ; 


3° Pour un mouvement M’ : 


e. La sphère (pour laquelle le mouvement It’ est celui qu’elle peut rece- 
voir lorsque son centre reste fixe) donnant naissance au couple sphérique : 

f. Le plan, cas particulier du précédent (pour lequel le mouvement M’ 
a lieu par glissement du plan sur lui-même, ce qui revient à un mouvement 
sphérique autour d'un centre situé à l'infini dans la direction normale au 
plan), qui donne naissance au couple plan. 


Les chaînes cinématiques constituées par la réunion d'un certain nombre 
de ces couples (') peuvent n'avoir pour objet que de permettre certains 
déplacements finis relatifs donnés ; elles peuvent aussi être employées, dans 
le cas de mouvements 9", à la transformation d'un mouvement continu (°) 
en un autre, et parfois même, dans ce dernier cas, en assurant un certain 
rapport entre les vitesses simultanées des deux mouvements transformés 
l’un de l’autre. De tels mécanismes peuvent être dits trans formateurs et dis- 
tingués en cinématiques et géométriques suivant qu'on y a égard, ou non, à 
la considération du rapport des vitesses, ou encore, de façon plus précise, 


(1) Il est essentiel de remarquer que le degré de liberté d’une chaîne est distinct de celui 
des couples qui la composent : soient, par exemple, deux corps quelconques C et C, mobiles 
respectivement autour d’axes À et A, portés par un bâti B et astreints seulement à rester en 
contact. Le couple (C, C;) pris isolément est au cinquième degré de liberté, chacun des 
couples (B, C), (B, G;) au premier; la chaîne elle-même au premier. 

(2) Le mot est pris ici dans le sens de la géométrie cinématique et non pas dans celui de 
la mécanique pratique, où il sert à désigner la permanence du sens du mouvement par oppo- 
sition avec le terme d’alternatif. 
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suivant que la loi que doit suivre ce rapport figure ou non parmi les données 
du problème. Comme type de transformateur cinématique, on peut citer les 
engrenages, et de transformateur géométrique, les systèmes articulés dont 
il sera question plus loin (Ab et Ac). 

C’est principalement à ces mécanismes transformateurs que s'appliquent 
les anciennes classifications, comme celle de Monge ou de Willis, aux- : 
quelles nous ne nous arrêterons pas ici. La théorie de ces divers organes 
(qu'ils soient d’ailleurs, d’après la terminologie ci-dessus proposée, simple- 
ment géométriques ou qu'ils soient cinématiques) relève de la géométrie. 
Nous allons voir comment on peut établir une telle théorie, en nous bornant 
à quelques types particulièrement caractéristiques choisis parmi ceux qui 
entrent le plus couramment dans la composition des machines ou qui 
reposent sur quelque principe offrant un intérêt spécial ('). Auparavant, 
nous rappellerons comment s'effectue géométriquement la composition des 
rotations en cinématique, c'est-à-dire lorsqu'on a égard aux vitesses, alors 
qu’en géométrie cinématique nous n'avons envisagé leur composition qu’au 
point de vue purement géométrique. 


113. Composition cinématique des rotations. — Des rotations effectuées 
simultanément pendant un temps infiniment petit sont proportionnelles 
aux vitesses angulaires avec lesquelles elles ont lieu. 

On représente l’une d'elles, R;, par un vecteur proportionnel à sa vitesse 
angulaire w;, porté sur son axe X;, dans le sens qui serait positif pour cet 
axe pris comme axe des z, à supposer que le sens direct dans le plan des zy, 
perpendiculaire à cet axe, fût celui de la rotation. 

Si, dès lors, nous figurons la vitesse +; d’un point M, provenant de la 
rotation R;, nous voyons, puisqu'elle est égale au produit w;. MP; (distance 
normale du point M à X;) et dirigée perpendiculairement au plan de M et 
de X;, qu'elle se confond avec le vecteur représentatif du moment du vec- 
teur w; par rapport au point M. Comme, d’autre part, la vitesse résultante 
du point M est la somme géométrique des vitesses ¢;, elle est identique. au 
moment résultant du système des vecteurs w; par rapport au point M. 

Si donc un système de vecteurs w, est équivalent au système des 
vecteurs w;, la vitesse du point M, due à la composition des rotations 


(+) Pour plus de détails sur la théorie des mécanismes, les élèves pourront consulter avec 
fruit le Tome I du Cours de Mécanique de M. Lecornu, ou le Tome II des Leçons de 
cinématique de M. Bricard. 
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dont ces vecteurs sont représentatifs, est la même qu'avec les rotations 
primitives, En particulier, le vecteur représentatif de la rotation équivalente 
à un système de rotations autour d'axes concourants est la somme géométrique 
des vecteurs représentatifs de ces rotations. 


Fig.-70. 


Dans le cas général, on sait que l’on peut remplacer, et d’une seule 
manière, un système quelconque de vecteurs par un vecteur et un couple 
dont l'axe est parallèle à ce vecteur. Or, si les vecteurs sont représentatifs 
de rotations, l'effet de deux vecteurs formant couple est de produire, pour 
chaque point M du corps en mouvement, une vitesse identique au moment 
résultant de ce couple pour ce point M, par suite, équipollente à un vecteur 
fixe dit axe du couple. On voit ainsi que le mouvement infiniment petit d'un 
corps solide résultant de rotations quelconques simultanées est équivalent 
à une rotation et à une translation parallèle à l'axe de cette rotation, ce qui 
est conforme à ce que nous avons déjà trouvé (n° 101) relativement au mou- 
vement continu le plus général d’un corps dans l’espace. 


b. — TRANSFORMATIONS CINÉMATIQUES. 


. 
a. — TRANSFORMATEURS DE ROTATIONS AVEC RAPPORT DE VITESSES CONSTANT. 
ENGRENAGES. 


114. Problème général des engrenages. — Le problème général des 
engrenages consiste à lier à deux axes donnés X et X, des corps C et C, par 
le contact desquels une rotation imprimée à lun des axes entraîne une 
rotation de l’autre axe, de telle sorte que le rapport des vitesses de ces rota- 
tions soit égal à une constante donnée et, en particulier, que si laxe X 
tourne avec une vitesse uniforme w, laxe X, tourne avec une vitesse w, 
également uniforme dont le rapport à w soit donné. 

Supposant les axes X et X, liés à un même bâti B, imprimons à toute la 
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chaine cinématique constituée par les corps B, C, C, [comprenant un 
couple de contact (C, C,) et deux couples rotoïdes (B, C) et (B, C, ) | une 
rotation — w autour de l'axe X, ce qui revient à imprimer cette rotation au 
bâti B et à rendre le corps C immobile. Le corps C, animé d’une rotation 
instantanée de vitesse w, autour de X,, en même temps que d'une rotation 
instantanée de vitesse — w autour de X, aura un déplacement infiniment 
petit qui se réduira, en vertu de ce qui a été vu au numéro précédent. à un 
mouvement hélicoïdal d'axe Y. D'ailleurs, les vecteurs des rotations com- 
posantes constituant par leur ensemble une figure invariable, laxe Y du 
vecteur et du couple résultants aura lui-même, par rapport à cet ensemble, 
une position invariable; autrement dit, sa plus courte distance à chacun 
des axes X et X, sera constante et son lieu géométrique, par rapport à 
chacun d'eux, sera un hyperboloïde de révolution. Ces hyperboloïdes T 
et l,, dits primitifs, sont tels que le mouvement relatif de C,, par rapport 
à C rendu immobile, peut être obtenu par la viration (n° 101) de F, sur F. 
Or, pendant ce mouvement M', C, doit rester en contact avec C; autre- 
ment dit, le corps C sera l'enveloppe des positions de C,; et puisque le 
mouvement n'est qu'à un paramètre, ces deux surfaces se toucheront sui- 
vant une ligne; il y aura donc entre elles un contact linéaire. C’est 
l'ensemble des corps C et C,, dits conjugués (et dont, comme on voit, l’un 
est arbitraire), qui constitue théoriquement un engrenage. 

Si les axes X et X, sont parallèles, l’axe Y leur sera aussi parallèle, et les 
hyperboloïdes primitifs T et F, deviendront des cylindres; si ces axes sont 
concourants, l et F, seront des cônes; et, dans l'un et l’autre de ces cas, la 
viration se réduira à un simple roulement. 

Remarquons aussi que l’on peut substituer au contact linéaire entre les 
corps conjugués C et C, un simple contact ponctuel; il suffit de considérer 
une surface S, inscrite dans l’une de ces surfaces, C, par exemple, le long 
d’une ligne L, quelconque de cette surface; S, touchera à chaque instant 
l’autre surface C par le point de rencontre de la ligne L, et de la caracté- 
ristique de C, pour la position considérée. 


115. Engrenages cylindriques. Solution générale. — Dans le cas où les 
axes sont parallèles, la composition des rotations w,.et — w, autour des 
axes X, et X, donne un axe Y parallèle aux premiers et divisant leur inter- 
alle dans le rapport inverse des vitesses w, et w. Le lieu de cet axe Y 
autour de chacun des axes X et X, est un cylindre de révolution F pour 
lun, F, pour lautre, et ces cylindres primitifs roulent l’un sur l’autre 
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comme nous venons de le voir. Si w, et w sont de même sens, l’axe Y est 
en dehors de l'intervalle des axes X et X, ; c'est le cas des engrenages inté- 
rieurs. Si w, ét w sont de sens contraires, l’axe Y se trouve entre les axes X 
et X, ; c'est le cas des engrenages extérieurs. Les figures qui suivent seront 
faites dans cette seconde hypothèse, de beaucoup la plus fréquente en pra- 
tique. Il n’y aurait aucune difficulté à étendre à l’autre hypothèse les résul- 
tats correspondants. 

Le choix le plus naturel pour l’un des corps conjugués C et C, est celui 
d'un cylindre ayant, comme les cylindres primitifs, ses génératrices paral- 
lèles aux axes, ce qui entraine évidemment le même caractère pour le corps 
conjugué. On peut donc, en coupant tous ces cylindres par un plan perpen- 
diculaire à la direction commune de leurs génératrices, ramener l'étude de 
ces engrenages à un simple problème plan dans lequel -n’interviennent que 
les sections droites des cylindres primitifs et des cylindres d’engrenage 
conjugués, que nous continuerons à désigner par les mêmes lettres que les 
cylindres correspondants, c’est-à-dire les premières par F et :F,, les 
secondes par C et C,. 

Dès lors, la solution générale se réduit, en ce cas, à ceci : lier au cercle F, 
une courbe C, quelconque de son plan, et déterminer l'enveloppe C de C, lors- 
qu'on fait rouler le cercle F, sur le cercle F. 

Si, à un instant donné, les profils conjugués C et C, se touchent en M, 
leur normale commune en ce point passe par le centre instantané I, point 
de contact des cercles primitifs F et F, dont les rayons sont tels que 


Marquons, sur ces cercles, les points [et I, qui viendront en coïnci- 
dence, à un autre instant quelconque, et qui, par suite, sont tels que 
arc [l' = arc IT’. 

Les normales I’M’ à C et I, M, à C,, qui se confondront lorsque les 
points I' et I, viendront en coïncidence (puisque, dans chaque position, 
C et C, ont une normale commune passant par [), ont donc même longueur 
et coupent sous un même angle l’une le cercle F, l’autre le cercle F,. De là 
le moyen de construire l’une des courbes C ou C, lorsque l’autre est donnée : 
Faisant varier le point V sur le cercle T, on porte, pour chacune de ses posi- 
tions, sur le cercle F ,, arc I’ — arc II ; puis, ayant mené par l la normale VM’ 
à C, on tire par I, une droite faisant avec la tangente en | , au cercle F, un 
angle égal à celui que VM' fait avec la tangente en V' au cercle T, et l’on porte 
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sur cette droite le segment 1 M = l'M'. Le point M, engendre la courbe C, 
conjuguée de C ('). 
La construction inverse se ferait immédiatement tout à fait de même. 
Remarquons en passant que, si l’on mène par I un vecteur égal à l'M’ et 


Fig. 71. 


coupant le cerle F sous le même angle que celui-ci, la courbe décrite par 
l'extrémité de ce vecteur donne le lieu géométrique du point de contact des 
profils conjugués, par rapport aux axes fixes que constituent la tangente et 
la normale communes en I aux cercles I et T,. Ce lieu géométrique est ce 
qu'on appelle la ligne d’engrènement. 

La construction générale ci-dessus comporte une variante commode en 


(1) On voit immédiatement, en faisant usage de la formule (11) du n° 29, que la droite 1, M! 
est nécessairement normale à cette courbe C:. 


D'OCAGNE. 29 
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pratique, due à Poncelet, et dite méthode des enveloppes. Elle repose sur 
cette remarque évidente que, les cercles de centres respectifs T et T, et de 
même rayon l'M'— 1 M, étant tangents l’un à C en M’, l’autre à C, en M, 
admettent respectivement ces courbes pour enveloppes. Le tracé qui résulte 
de là est pratiquement des plus expéditifs. Plaçant, en effet, la pointe sèche 
d’un compas en l’, on arrive, par un tâtonnement facile, à trouver le rayon 
du cercle tangent à C. Reportant ensuite la pointe sèche au point I, de F,, 
tel que arcIl, = arc H ('), on trace un arc de cercle avec l'ouverture de 
compas obtenue. Lorsqu'on a tracé un certain nombre de ces arcs de cercle, 
leur enveloppe apparaît très nettement. 

Une autre variante repose sur la remarque que, st la courbe C, regardée 
comme une roulette de base |, est engendrée par le point M considéré comme 
lié à une certaine roulante R, la courbe C peut être engendrée comme roulette 
de base I, au moyen du même point et de la même roulante R. 

En effet, si R est la courbe dont le roulement sur F engendre la roulette C, 
et si l’on prend sur cette courbe l'arc IJ’ égal à larc Il, on a MJ'— M'Y, 


Fig. 72. 


N’ fe, 


l'M’ étant la normale menée de l'à la courbe C, et l'angle sous lequel MJ’ 
coupe R est égal à celui sous lequel M'I coupe F. Or, ce segment et cet 


(1) La correspondance entre les points [et I} tels que arcIl'— arcll, peut, avec une 
précision suffisante pour les besoins du graphique (étant donné que ces arcs sont toujours, 
pour le tracé des engrenages, de petite amplitude), prendre la forme suivante dérivée de la 
rectification approchée de larc de cercle par la construction de Snellius : Si l’on prend 
sur XX, les points S et S, tels que IS = 31X et IS; — 31X;, les droites STI et S, I; se 
coupent en un point T de la tangente en I aux deux cercles. 

Pour la rectification des ares de plus grande amplitude, nous donnerons plus loin (n° 119) 
une construction plus approchée. 
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angle sont encore égaux, d’après ce qui vient d’être vu, à M T, et à l'angle 
sous lequel M‘ T, coupe F,. Cela suffit à établir la proposition. 

St donc on fait rouler une courbe R, tangente d’abord àF et à TV, enl, 
successivement sur l’un et l'autre de ces cercles, tout point M lié à cette courbe R 
engendre, dans ces deux mouvements, des courbes C et C, conjuguées ("). 

Le tracé dérivant de l'application de ce théorème porte le nom de 
méthode des roulettes. 

Il résulte de cette méthode que l’on peut, en faisant rouler la même 
courbe R sur divers cercles, obtenir des profils liés à ces divers cercles et 
qui seront susceptibles d’engrener de l’un à l’autre, c’est-à-dire, lorsque 
leur contact est établi, de provoquer des rotations simultanées des axes des 
cercles primitifs, avec rapport de vitesses inverse de celui de leurs rayons. 
On dit que de telles roues, susceptibles d’engrener toutes avec une même 
autre roue, sont d'’assortiment. 


Remarque I. — Si, ayant pris sur la normale commune MI aux courbes C 
et C, un segment quelconque MN de longueur constante, on suppose ce 
segment entraîné sur la normale lorsque le point M parcourt soit la courbe C, 
soit la-courbe C,, le point N engendre, dans ces deux mouvements, des 
courbes respectivement parallèles aux courbes C et C, qui constituent 
encore un couple de courbes conjuguées pour un engrenage entre les axes X 
et X, animés des vitesses de rotation w et w4. 


Remarque II. — Tous les résultats ci-dessus obtenus restent vrais à la 
limite lorsque le rayon d’un des cercles primitifs F ou F, devient infini, 
auquel cas on obtient la transformation d’une rotation en une translation 
perpendiculaire à l'axe de cette rotation, avec constance du rapport des 
deux vitesses. 


116. Roues dentées. Crémaillère. — En pratique, on ne donne pas aux 
profils conjugués C et C,, liés respectivement aux cercles F et F,, un déve- 
loppement indéfini. On les limite, au contraire, chacun à l'épaisseur d’une 
couronne ayant pour cercle moyen le cercle primitif correspondant, et, 
pour assurer néanmoins la transmission continue du mouvement de rota- 


(1) L'élève Alby de la promotion spéciale 1919 a remarqué que ce théorème se généralise 
acilement lorsque, au lieu des trajectoires décrites par un point M lié à R, on considère les 
‘enveloppes d'une ligne également liée à R. En prenant pour R et pour la ligne qui lui est 
liée des droites, il a retrouvé l’engrenage à développantes décrit au numéro suivant : Voir 
ire édition, fascicule complémentaire, p. 19. 
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tion, on multiplie, et de façon régulière, dans les deux couronnes, les pro- 
fils conjugués de façon que deux d’entre eux soient toujours en prise. Les 
cercles qui limitent chaque couronne sont, à l'extérieur, le cercle de téte ou 
d'échanfrinement, à Vintérieur, le cercle de racine ou de pied. 

Il est clair que l'écartement de deux profils consécutifs, compté sur le 
cercle primitif correspondant, doit être le même sur chacun des deux cercles 
primitifs; c’est ce qu’on appelle le pas de l'engrenage. Ce pas p devant être 
contenu des nombres entiers de fois n et n, dans chacune des circonférences 
primitives, on à 

Snr AP, a Ep 
d'où 


r n 
ri 


Ainsi les rayons des deux cercles primitifs doivent être commensurables, 
et, puisque 


il doit en être de même des vitesses de rotation. On a d’ailleurs 


r 6), 
Se PES 


UM 6) 


ce qui montre que le rapport des vitesses de rotation est, en valeur absolue, 
inverse de celui des nombres de profils conjugués liés à chaque cercle primitif. 

Pour permettre la transmission dans les deux sens, on adopte en arrière 
de chaque profil TIR une certaine épaisseur IT constante sur le cercle pri- 


np A 
i IS. 792- 


mitif, et l’on prend le profil symétrique T'I’ R’ du premier par rapport au 
rayon du cercle passant par le milieu de l'épaisseur adoptée. La partie 
comprise entre ces deux profils symétriques, qui est laissée pleine, cons- 
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titue une dent, l'intervalle entre deux dents formant le creux où s'engagent 
les dents solidaires de l’autre axe. 

L'ensemble du disque plein, limité au cercle de racine, et des dents fixées 
à sa périphérie constitue une roue dentée d'engrenage. 

L'arc I étant pris, comme nous venons de le dire, pour l'épaisseur de la 
dent, larc TT’ s'appelle la largeur de cette dent, et RR’, sa racine. La 
partie IT de chaque profil, extérieure au cercle primitif T, porte le nom de 
face, la partie intérieure RI, celui de flanc. 

Le nombre des dents étant le même que celui des profils d’abord tracés 
en vue de la transmission dans un sens déterminé, on voit que l'énoncé 
ci-dessus peut prendre la forme : le rapport des vitesses de rotation est, en 
valeur absolue, inverse de celui des nombres de dents des roues en prise. 

Lorsque, suivant la Remarque IT du numéro précédent, on remplace l’un 
des cercles primitifs par une droite (en vue de la transformation d’une rota- 
tion en translation), la barre dentée obtenue par le procédé sus-indiqué 
prend le nom de crémaillère. 

Nous ne nous arrèterons pas ici aux détails pratiques relatifs au tracé 
des engrenages, à la détermination du nombre et des dimensions des 
dents, etc. ('). Nous nous bornerons à indiquer quelle est la nature géomé- 
trique des profils C et C, utilisés en pratique. 


117. Profils de dents utilisés en pratique. — En pratique, le choix des 
profils conjugués C et C, se borne à quelques types simples que nous allons 
examiner. Ils peuvent être obtenus les uns et les autres au moyen de l’un 
quelconque des procédés ci-dessus indiqués. Toutefois, à chacun de ces 
types correspond un de ces procédés qui s’y adapte plus naturellement que 
tout autre, et que nous retiendrons seul ici. Pour les deux premiers, ce 
procédé le plus naturel est fourni par la méthode générale, pour les 
deux autres par la méthode des roulettes. 


1° Engrenage à lanterne. — Si, dans le cas général, on suppose que 
la courbe C, liée àT, se réduise à un point M, de ce cercle, la courbe C, 
devient la trajectoire de M, lorsque F, roule sur T, c’est-à-dire une certaine 
épicycloïde &. On serait ainsi conduit à former les dents de la première roue 
au moyen d’aiguilles infiniment minces fixées parallèlement à l'axe X, sur la 
circonférence du cercle l. Un tel système ne serait évidemment pas réalisable 


(1) Ces détails pratiques sont donnés aux élèves dans les conférences de M. le Chef des 
Travaux graphiques. 
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en pratique, mais on peut, en se fondant sur la Remarque I du n° 115, rem- 
placer ces aiguilles infiniment minces par des cylindres de révolution, de 
rayon quelconque r, dont elles constitueraient les axes, à la condition de 
remplacer les épicycloides & par les courbes parallèles obtenues en réduisant 
toutes leurs normales de la quantité r. On obtient ainsi l'engrenage à lan- 
terne, autrefois fort employé, particulièrement dans les moulins, mais 
aujourd’hui à peu près abandonné, en raison surtout de son usure rapide. 
Les dents cylindriques de la première roue portent le nom de fuseaux; les 
dents de la seconde, celui d'alluchons. 


2° Engrenage à développantes. — Nous plaçant encore dans le cas de la 
méthode générale, prenons cette fois pour courbe C, une développante d’un 
cercle T% concentrique à T,. Dans une position quelconque de ce cercle, 
lorsque T, roule sur F qu'il touche en I, on a le point M où C, touche son 
enveloppe en menant de I la normale IM à cette courbe (n° 93), c’est-à-dire 
en menant de I la tangente Im, au cercle T. Cette droite MI est donc la 
normale à l'enveloppe C cherchée. Mais, l'angle O, Im, étant constant, il 


en est de même de la distance Om de IM à O; l'enveloppe de cette droite, 
sur le plan du cercle fixe T, est donc un cercle T’ concentrique à ce cercle F, 
et le lieu C de M, sur ce plan, est, par suite, une développante du cercle T”. 
En somme, ici, les profils C et C, sont des développantes de deux cercles T’ 
et [, concentriques aux cercles primitifs F et F,, et dont les rayons sont 
proportionnels aux rayons de ceux-ci. De plus, l'angle de IM avec OO, 
étant constant, la ligne d’engrènement se confond alors avec la droite IM. 
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3° Engrenages à flancs rectilignes. — Si, avec la méthode des roulettes, 
on prend comme courbe R un cercle ayant pour diamètre le rayon du 
cercle T, et comme point M un point de ce cercle, le profil C, sera, en 
vertu du théorème de La Hire (n° 97), un diamètre de F., C étant une 
épicycloide de base F. 

Dans un engrenage ainsi constitué, on peut se rendre compte que les 
profils C, n’agissent que par leurs flancs (c'est-à-dire en dedans du cercle 
primitif), les profils C, que par leurs faces. On peut dès lors compléter 
chacune des dents C, par une face, et chacune des dents C par un flanc, 
en prenant cette fois pour courbe R le cercle ayant pour diamètre le rayon 
de F. On obtient ainsi l'engrenage à flancs réciproques. Son inconvénient 
réside dans le fait que, les faces des dents de chaque roue dépendant du rayon 
de l’autre roue, il ne peut y avoir, avec ce système, de roues d’assortiment 


(at. 115 )x 


4° Engrenage épicycloïdal. — Appliquant encore la méthode des rou- 
lettes, prenons de même pour courbe R un cercle et pour point décrivant 
un point de ce cercle, mais en adoptant pour le rayon de ce cercle R une 
longueur indépendante des rayons des cercles primitifs de l'engrenage et 
seulement fonction du pas (généralement égale aux ź de ce pas). 

En faisant rouler ce cercle à l’intérieur de l’un des cercles Let T, et à 
l'extérieur de l’autre, on obtient les flancs (épicycloïdaux par conséquent} 
de l’un et les faces de l’autre, et vice versa. 


Remarque. — Les quatre solutions particulières ci-dessus sont encore 
utilisables dans le cas d’une crémaillère, à cette différence près que les 
épicycloïdes se transforment alors en cycloïdes et les développantes de 
cercle en droites, que l’on peut prendre perpendiculaires à la droite primi- 
tive de la crémaillère lorsque, sur la figure précédente, on suppose, avant 
de passer à la limite, les cercles T’ et T% respectivement confondus avec T 
eti 

Ajoutons qu’en pratique on dispose de tracés approximatifs permettant 
de substituer aux courbes théoriques, assez compliquées à construire rigou- 
reusement, mais dont la partie utile est limitée à des arcs de faible ampli- 
tude, de simples cercles qui, entre les mêmes limites, ne s'écartent de ces 
courbes que de quantités négligeables (*). 


(1) Sur cette question du tracé approché des engrenages par arcs de cercle, voir les 
importantes contributions d'Henri Léauté dans les Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences (1° semestre 1876, p. 507, et 1°" semestre 1878, p. 1371). 
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118. Engrenages hélicoïdaux. — Íl est évidemment tout naturel, pour 
établir une transmission de rotation entre deux axes parallèles, de recourir, 
comme on l’a fait jusqu'ici, à des surfaces conjuguées cylindriques ayant 
leurs génératrices parallèles aux axes; mais un tel choix n’a rien d’impératif; 
on a vu dans la théorie générale (n° 114) que le choix d’une des surfaces 
conjuguées C ou C, est tout à fait arbitraire. On pourra donc, en vue de 
réaliser certaines conditions particulières d'ordre mécanique, faire varier ce 
choix. En voici des exemples empruntés à la pratique : 


1° Engrenage de Hooke. — Afin de faire en sorte que plusieurs dents 
soient toujours simultanément en prise (en vue d'éviter les chocs pouvant 
résulter d’une interruption dans la prise mutuelle des deux roues), on peut 
débiter, en quelque sorte, chaque roue dentée en un même nombre n de 
tranches de même épaisseur par des plans perpendiculaires à l’axe de la 
roue et décaler chacune de ces tranches, par rapport à la précédente, d’une 
quantité constante. De cette façon, peu après que les deux premières 
tranches sont entrées en prise par deux dents quelconques, il en est de 
même des secondes, puis des troisièmes et ainsi de suite, et les dernières 
tranches sont encore en prise lorsque les premières le redeviennent pour les 
deux dents suivantes. 

En multipliant indéfiniment le nombre de tranches dont l'épaisseur 
décroît en conséquence, on arrive, à la limite, à obtenir des dents dont la 
section par tout plan perpendiculaire à l’axe de la roue est la même que 
pour un engrenage cylindrique, mais dont la racine, sur toute la périphèrie 
de la roue, est limitée à deux hélices (déduites l’une de l’autre par une 
simple rotation autour de l'axe), au lieu de deux génératrices du cylindre 
constituant cette périphérie. 

On voit aisément que, d’une roue à l’autre, dans le cas d’un engrenage 
extérieur, les hélices suivant lesquelles les dents s’implantent dans la roue : 
1° sont de signes contraires [l’une étant directe et l’autre rétrograde (n° #5)]; 
2° ont des pas proportionnels aux rayons des cylindres primitifs. 

Le premier point est évident; pour le second, il suffit de remarquer que, 
si e est l'épaisseur commune des deux roues, d le décalage de la denture sur 
l’une des faces par rapport à la denture sur l’autre, c’est-à-dire la lon- 
gueur de l'arc de section droite du cylindre primitif mesurant ce décalage, 
on a, en appelant R et R, les rayons de ces deux cylindres, % et À, les pas 
réduits des hélices tracées sur la surface de chacun d’eux, 

e HET A t 
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| 
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Dans cet engrenage hélicoïdal, qui est celui de Hooke, le contact entre 
les hélicoïdes constituant les faces et flancs des dents est linéaire, la ligne de 
contact étant, à chaque instant, projetée sur tout plan perpendiculaire aux 
axes suivant la ligne d’engrènement. 

Si l’on se reporte à la théorie générale du n° 114, on voit, en somme, que 
l’on a ici deux surfaces conjuguées C et C, qui sont des hélicoïdes de signes 
contraires, ayant respectivement pour axes X et X,, des pas proportionnels 
aux rayons des cylindres primitifs, et des sections, par tout plan perpendi- 
culaire aux axes, telles qu’elles constitueraient des profils conjugués pour 
un engrenage cylindrique reliant ces mêmes axes pour le même rapport des 
vitesses. 

D'après la Remarque finale de ce n° 114, on peut substituer à cet engre- 
nage à contact linéaire un engrenage à contact ponctuel; et, pour que le 
contact ait lieu dans le plan des axes, il suffit de prendre pour la ligne, que 
nous avons appelée L,, à l'endroit cité, l’'hélice intersection de la surface 
hélicoïdale C, précédente et du cylindre primitif F,. Nous obtenons ainsi 
l’engrenage de White, dont il est très facile de donner comme suit, et 
même en le généralisant, une théorie directe. 


2° Engrenage de White. — Dans le plan des axes X et X,, traçons la 


droite Y qui divise leur intervalle dans le rapport inverse des vitesses 
données w et w, (intérieur à cet intervalle si, comme c'est ici le cas, les 
vitesses w et w, sont de signes contraires), c’est-à-dire telle que 


(1) Ro —=R,u,. 


Traçons en outre dans ce plan deux courbes quelconques C et C, tan- 


D'OCAGNE, 30 
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gentes entre elles en un point I de Y (t) et donnons respectivement à ces 
courbes, autour de X et autour de X,, des mouvements hélicoïdaux dont 
les pas réduits et L, soient tels que 


h°= %h;, 
(2) RR 


R et R, étant les rayons des cylindres primitifs engendrés par la rotation 
de Y autour de X et autour de X,. Elles engendrent ainsi des surfaces |C ] 
et [C, }. 

Ces surfaces sont d’ailleurs tangentes en I puisque : 1° les courbes C et C, 
situées respectivement sur ces surfaces sont tangentes entre elles; 2° les 
hélices passant en I, sur ces surfaces, le sont aussi, attendu que les rapports 


HE | 5 : 
égaux p et g représentent les pentes des tangentes de ces hélices, par rap- 


port à tout plan perpendiculaire aux axes et que, d’après l'hypothèse faite 
sur le sens des hélices, ces pentes sont de même sens. 

Mais, d'autre part, lorsque les deux systèmes tournent avec les vitesses w 
et w, autour des axes X et X,, les sections par le plan de ces axes ne cessent 
pas de se toucher en un point de Y. En effet, la rotation wt autour de X a 
pour effet de substituer à la section C une autre section C’ qui peut se 
déduire de la première par une simple translation parallèle à Y et égale 
à hwt. De même pour C, déduite de C, par la translation L,w,t, et ces 
deux translations sont les mêmes comme on le voit immédiatement en 
faisant le produit de (1) et (2). 

Donc, inversement, les deux surfaces restant en contact pag un point I 
de la ligne Y, lorsque la première tourne de w autour de X, la seconde 
tourne de w, autour de X,. 

Tel est le principe de l’engrenage de White, qui jouit de la propriété de 
supprimer tout glissement. En effet, le mouvement relatif instantané des 
deux surfaces en prise est une rotation autour de l'axe Y, qui peut être 
représentée par un vecteur p dirigé suivant cet axe. Décomposons-leen deux, 
l’un 9, qui sera sa projection orthogonale sur le plan tangent commun en I 
aux surfaces |C] et |C, ], l’autre p, qui sera dirigé suivant leur normale 
commune. Le premier ọ, représente un roulement des surfaces l’une sur 


(1) Pour rattacher ce cas au précédent, on pourrait regarder C comme la section de la 
surface C de ce cas par le plan (XX;), C, comme une courbe tangente en I à la section de la 
surface C, par le même plan. 
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l’autre, le second p, un pivotement de ces surfaces l’une par rapport à 
l’autre. On voit donc qu'il y a absence de glissement. 


3° Engrenages à chevrons. — Dans les engrenages hélicoïdaux, à 
l'encontre de ce qui avait lieu pour les engrenages cylindriques, il y a des 
poussées obliques par rapport aux axes. Afin d'annuler leurs effets, on 
accole l’un à l’autre deux tels engrenages symétriques par rapport à un 
plan perpendiculaire à l’axe et invariablement liés entre eux. On obtient 
ainsi les engrenages à chevrons, de construction évidemment un peu plus 
compliquée, mais pratiquement très avantageux. 


119. Engrenages coniques. — Si les axes X et X, sont concourants en 
un point O, l’axe Y de la rotation instantanée, situé dans le plan de X et 
de X,, passe par le point O et les hyperboloïdes ‘primitifs F et F, de la 
théorie générale (n° 114) deviennent des cônes de révolution dont O est le 


Fig. 76. 


sommet commun, X et X, les axes respectifs, et, comme nous en avons déjà 
fait la remarque au n° 114, ces cônes roulent l’un sur l’autre. D'ailleurs, ici, 
laxe OI du vecteur résultant passe par le point O et est tel que, si la = R 
et la, = R, sont les distances d’un de ses points I aux axes X et X,, on a, 
en valeur absolue, Ro = R, œw,, le point I étant entre les axes X et X, si les 
vitesses w et w, sont de sens contraires, en dehors de ces axes si elles sont 
de même sens. La théorie du tracé des engrenages dans ce cas peut être 
développée d’une façon entièrement analogue à celle qui a été employée 
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pour les engrenages cylindriques. Il suffit de couper les cônes F et F, par 
une sphère S de centre O; les cercles, sections de ces cônes par cette sphère, 
roulent l’un sur l’autre et leur roulement peut être remplacé par la simple 
mise en contact de profils sphériques conjugués liés à chacun d'eux, sec- 
tions par la même sphère des surfaces conjuguées C et C, de la théorie 
générale, pour lesquelles, en ce cas, on choisira naturellement les cônes de 
sommet O. On obtiendra ainsi des engrenages coniques ou engrenages 
d'angle. 

Pratiquement on se contente d’une solution approchée, dite méthode de 
Tredgold, dont la précision est largement suffisante, et qui ramène le tracé 
à des constructions planes. Elle consiste à confondre les traces des dents de 
l'engrenage sur la sphère S avec leurs traces sur les cônes tangents à cette 
sphère le long des cercles IJ et IJ, suivant lesquels elle coupe les cônes pri- 
mitifs. On développe sur un plan les surfaces des cônes AIJ et A, IJ,, ce qui 
transforme les cercles IJ et IJ, en arcs de cercles y et y, dont les rayons res- 
pectifs sont les génératrices AI et A, I de ces cônes circonscrits. Prenant ces 
cercles y et y, comme primitifs d’un engrenage cylindrique, on en déduit 
les profils des dents par l’une des constructions sus-indiquées (n° 117), mais 
en ayant soin de prendre comme pas une partie aliquote commune des arcs 
développés JIJ’ et J, IJ. Ces profils; replacés sur les cônes de sommets A 
et À,, servent de directrices aux surfaces coniques limitant les dents de 
l'engrenage. 

Ce tracé suppose que l’on sait reporter des arcs de longueur déterminée 


Fig. 77. 


d’un cercle de rayon al sur un cercle de rayon Al, ou, ce qui revient au 
même, que l’on sait obtenir la longueur d’un arc de cercle donné et, inver- 
sement, reporter sur un cercle donné un arc de longueur connue. On peut 
effectuer de telles constructions avec une précision largement suffisante 
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pour la pratique du dessin graphique, en se fondant sur le théorème que 
voici ; Si le point M est aux È de la corde AB, et si le rayon du cercle passant 


9 


par M aboutit en P, la corde AP ne diffère des © de l'arc AB que d'une 
quantité pratiquement négligeable (') pour des valeurs de AOB pouvant 
atteindre 45°. Si donc on mène par B la parallèle BQ au: rayon OP, on a 
sensiblement AQ = arc AB. 


Inversement, si, à partir de A, on veut porter, sur le cercle donné, un 
- . - 2 
arc AB de longueur /, on commence par tirer la corde AP de longueur ; /, 


sur laquelle on porte AQ —/, puis on mène à OP la parallèle QB qui 
coupe le cercle au point B cherché. 

On remarquera que cette double construction fournit une solution très 
approchée de la trisection de l’angle. 


120. Engrenages pour axes non concourants. Vis sans fin. — Lorsque 
les axes ne sont pas concourants, on peut, en partant de la théorie générale 
(n° 114), constituer des engrenages au moyen des hyperboloïdes primitifs T 
et F, munis de dents limitées à des éléments de surfaces conjugués C et C,. 
De tels engrenages, étudiés par Belanger, sont d’un tracé fort compliqué (°) 
qui feraient renoncer complètement à leur emploi si l’on ne disposait pour 
leur taille de procédés mécaniques (sur le détail desquels nous ne saurions 
nous arrêter ici) au reste utilisables pour tous les genres d’engrenage. 

Nous nous contenterons de faire connaître un engrenage d’un emploi fré- 
quent pour la transmission d’une rotation d’un axe à un autre perpendicu- 
laire au premier, mais ne le rencontrant pas. Cet engrenage, connu sous le 
nom de vis sans fin, peut être très simplement rattaché à la crémaillère avec 
roue à développantes de cercle. 

Si, pour une telle crémaillère, F et F, sont le cercle et la droite primitifs, 
on fait engrener des développantes C du cercle F avec des droites C, per- 
pendiculaires à l,, leur point de contact I décrivant la droite F,. Considé- 
rons maintenant une parallèle fixe X, à T, et supposons que C, soit une 
génératrice d’une surface de vis à filet carré S, d’axe X, et mobile autour 
de cet axe qui lui-même est fixe. Lorsque le cercle F tourne autour de X, sa 


(1) On trouvera la démonstration de ce théorème dans les Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques de 1907, page 1. 

(2) Sur la théorie de ces engrenages, on trouvera tous les détails nécessaires dans le 
Chapitre IV de l’ouvrage de M. Jacob publié dans l'Encyclopédie scientifique, sous le 
titre : Cinématique appliquée et mécanismes. 


WWW.rcin.org.pl 


238 DEUXIÈME PARTIE. — GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 


développante reste tangente à la surface S, en un point 1 situé sur celle de 
ses génératrices qui rencontre I, et il est facile de voir quelle est la rotation 
correspondante de l'axe X,. En effet, lorsque le cercle F tourne de wt, si 


Fig. 78. 


R est son rayon, le point I se déplace sur F de Row. Dans le même temps t 
langle dont a tourné X, est w,ż et si A, est le pas réduit de l’hélicoïdeS,, 
le déplacement de I est donné par h,w,t. On a donc 


Rot=h,u,t, 
d'où 
R 
w = 510) 
ti 


Si l’on prend le pas H, de l’'hélicoïde égal au pas p de la roue dentée, 


TR 2rkR ; 
on a, en remplaçant ces quantités par leurs valeurs 27A, et ——» A étant le 


nombre des dents de la roue, 


R 
(1) LE ml 
et la formule précédente devient . 
(a W =N 6), 


Toutefois, la formule (1) a l'avantage de montrer que l'on peut, avec 
une vis sans fin convenablement disposée, obtenir un rapport de vitesses 
quelconque. 

Pour la réalisation pratique de cet organe, la courbe C ne pouvant ètre 
constituée par une ligne sans épaisseur doit, en fait, être découpée dans 
une certaine surface tangente en I à la surface de vis S,, c’est-à-dire dont le 
plan tangent en I ait pour ligne de plus grande pente la tangente à l’hélice, 
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intersection de S, par le cylindre de révolution engendré par F, tournant 
autour de X,. Tous les points de C, donnant successivement un point I 
sur l, et la pente du plan tangent restant la même pour chacun d’eux, on 
voit que la surface S, qui sera coupée par le plan du cercle T suivant la 
courbe C, devra avoir en tout point de C la même pente par rapport au 
plan de cette courbe. On pourra, en particulier, prendre la surface d’égale 
pente correspondante, passant par C, c'est-à-dire l’hélicoïde développable 
dont la trace sur le plan du cercle F est la développante C de ce cercle, 
hélcoïde dont langle sera complémentaire de celui de l’hélice décrite par 
le point I sur la surface S, ('). 

Au point de vue de la théorie générale, l’engrenage à vis sans fin est à 
contact ponctuel. Pour obtenir un engrenage du même genre, à contact 
linéaire, il faudrait constituer les dents de la roue au moyen de la surface 
enveloppe de la surface de vis S, dans son mouvement relatif par rapport à 
la roue. L’engrenage ainsi obtenu, aujourd’hui d’un usage fréquent, dit 
engrenage à vis tangente, ne peut être taillé de façon pratique que mécani- 
quement. 


121. Trains d'engrenage. Trains épicycloïdaux. Différentiel, — Imagi- 
nons qu'entre une roue R, possédant n, dents et une roue R; en possé- 
dant n,, on interpose des couples de roues (R,, R,(R;, R°), ..….,(R;:,,R; ,) 
telles que, dans chaque couple, les roues soient fixées sur un même axe et 


que, de plus, R, engrène avec- Ri, R, avec R', ..., Ri avec Rp Si wi; 
Wa, ..., Wx sont les valeurs absolues des vitesses angulaires des X,, X,, ..., 
Xx, on a 

O)» n, 6), fi O) 4 fika 

— = — — SA Lu) CAT en S 

0); n 2 Oa r 3 O)x r k 
d'où 
> REET T a ny; 
(1) pas er en AN ler or alt 

6); MaA LES ni 


formule qui est, au reste, vraie, que les axes des engrenages successifs 
soient parallèles ou concourants. Le rapport figurant au second membre, 


(1) Nous ne nous plaçons ici qu’au seul point de vue géométrique. Lorsque, abordant le AT 
point de vue mécanique, on fait intervenir la notion du frottement, on se rend compte que, at | NUL 
suivant que le pas de la vis est très petit ou très allongé, seule la vis peut mener la roue ou, Ka EN 

. A p , . . , . S A 

au contraire, être menée par elle. Dans ces deux cas, le mécanisme est irréversible. tY 
AY ` 
À y \ De 

Pi Ai 

<Ñ 
AN >” 
@. 
Pa: A 
dé 
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qu'on représente par €, est ce qu’on appelle la raison du train. Si les axes 
sont parallèles, on peut mettre en évidence les signes des vitesses angülaires 


. é . w4 . 
successives et en déduire le rapport — avec son signe. 
ae 


Une telle série de roues dentées porte le nom de train d'engrenages. En 
général, chaque couple de roues comprend une grande roue et une petite, 
dite pignon, qui engrène avec la grande roue du couple suivant. Un tel 
dispositif permet de réaliser tout rapport commensurable de vitesses, 
lorsque les facteurs premiers du numérateur et du dénominateur de ce rap- 
port, mis sous forme irréductible, ne dépassent pas la limite du nombre de 
dents des roues construites en pratique, soit 120. 

Pour atteindre des rapports ne répondant pas à cette condition, on a 
recours à ce qu'on appelle un train épicycloidal, c'est-à-dire un train 
d’engrenages dont tous les axes, sauf le premier, sont montés sur un châssis, 
mobile lui-même autour de cet axe Qi 

On voit qu'un tel dispositif constitue une chaîne cinématique au 
deuxième degré de liberté, uniquement composée de couples rotoïdes. 


Fig. 79. 


La théorie de ce dispositif est immédiate. Les angles faits par X, X, avec 
les axes de direction fixe X,æ, et X,æ, étant constamment égaux, la vitesse 
de rotation de X, X, autour de X, ou de X,, rapportée à cette direction fixe, 
est la même Q; par suite, les vitesses de rotation relatives des deux roues 
extrêmes, rapportées à la direction X, X}, sont w, — Q et w,;— Q, et la for- 


(1) Les axes de la première et de la dernière roue peuvent géométriquement coïncider; 
mais ils doivent être mécaniquement indépendants l’un de l’autre, ce que l’on obtient en 
constituant le second par un manchon à l’intérieur duquel tourne le premier. 
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mule (1) donne dès lors 


(2) 


e étant encore la raison du train, exprimée par le second membre de (1). 
C’est la formule de Willis, d’où se déduit toute la théorie des trains épi- 
cycloïdaux. 
Si la première roue est fixe, on a w, = 0, et, par suite, ug 


wk=Q(1— e). 


Supposons que, dans ce cas, le train se borne à une seule roue mobile R, 


KZ e , r ° n 
engrenant extérieurement avec R,, la raison étant alors négative, £e = — z- 
2 


. n, ý k ` 
r rt — 
Si ce appo rs est égal à un nombre entier p;0ona 


w= Q (1+ p), 


0 


et la roue R, tourne p +1 fois sur elle-même, lorsque le châssis sur lequel 
elle est montée fait un seul tour. On obtient ainsi ce qu’on appelle une roue 
planétaire qui, pour p = 1, porte aussi le nom d’engrenage de Watt. 


Fig. 80. 


Supposons maintenant qu'entre la roue fixe R, et la roue mobile R, il 
existe un pignon unique R,, engrenant à la fois avec l’une et avec l’autre 
(ce qui revient à supposer, dans la théorie générale, n,— n,). Si n, et n, 


. n Q 
sont les nombres de dents des roues R; et R,, on a ici € = zi et, par suite, 
3 


; a,=Q (1 a), 
LE 


D'OCAGNE. ; 31 


; ; 
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Suivant que, dans cette formule, on fait 


n; = R; = L, Ny E Riy na nh t N; 
on a 
Gg Q 
6), == , wa 0, (eee 2 
M= i nirai 


Par suite, la rotation de la roue R,, par rapport à une direction fixe liée 
à R,, est de sens contraire à celle du châssis dans le premier cas, nulle dans 
le second, de même sens que celle du châssis dans le troisième. Si les 
trois roues correspondantes sont montées sur un même arbre autour duquel 
elles tournent librement et engrènent, à des niveaux différents, avec le 
même pignon R,, leur aspect, pourvu que n, soit suffisamment grand (par 
exemple, n, = 20), est sensiblement le même, alors que, comme on vient de 
le voir, leurs rotations sont essentiellement différentes. L'appareil ainsi 
constitué réalise ce qu'on appelle le paradoxe de Fergusson. 

Prenons encore comme exemple de train épicyeloïdal celui qui est connu 
sous le nom de différentiel ('). Il se compose de deux roues R, et R, iden- 
tiques, montées sur des axes indépendants qui se prolongent, et engrenant 
avec une troisième roue R,, dont l’axe est monté à l’intérieur d’une boîte 


cylindrique B (constituant le châssis du train épicycloïdal) et qui forme 
poulie folle sur les axes X, et X,. Ici on a encore € = — ı et la formule (2) 


donne 
O1 + ©, —= 22, 


(1) Il intervient, comme on sait, dans les automobiles pour permettre aux roues arrière 
de tourner indépendamment l’une de l'autre dans les virages. En réalité, dans les différen- 
tiels, la roue R, n'intervient pas seule; on lui associe une roue Rh qui est sa symétrique par 
rapport à X,X3. On obtient ainsi, au point de vue mécanique (notamment pour la bonne 
transmission des efforts), un bien meilleur résultat, Mais ceci ne change en rien la théorie 
géométrique dont nous nous occupons ici, 
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Q étant la vitesse angulaire avec laquelle la boite cylindrique B tourne 
autour de son axe qui prolonge à la fois X, et X, ('). 


8. — TRANSFORMATEURS DE ROTATIONS AVEC RAPPORT DE VITESSES VARIABLE. 


122. Courbes roulantes. — Supposons qu’il s'agisse de transformer une 
rotation uniforme de vitesse angulaire w autour de X en rotation autour 
de X,, parallèle à X, dont la vitesse angulaire w, varie suivant une certaine 
loi, ou encore telle que, si au bout du temps t, le premier système, lié à X, 
a tourné de l'angle 


(1) (AANA 
le second système, lié à X,, ait tourné de l'angle 
(2) pi F, (£). 


Nous verrons, identiquement comme au n° 114, que le mouvement relatif 
instantané de l’un des systèmes par rapport à l’autre se réduit à une rota- 
tion autour de l'axe Y support du vecteur résultant des vecteurs représen- 
tatifs des vitesses —w et w, autour des axes X et X,. Ce vecteur Y 


(1) M. Bricard a remarqué que l’on peut, au moins théoriquement, réaliser, au moyen d’un 
enchaînement de tels différentiels, un rapport rationnel quelconque de vitesses de rota- 
tions, en sastreignant à wemployer que des roues dont le nombre de dents ne 
dépasse pas une limite donnée d'avance. 


; (a , ; ) a E 
Soit, en effet, à le rapport donné, a et b étant entiers. On peut supposer 5 positif (sans 


quoi on changerait le sens d'une des rotations au moyen d’un train ordinaire) et a > b. 
La dernière formule obtenue pouvant s'écrire 


(OR (OP 
rer E 
si l’on veut avoir z 
w © à 
@ 1167 
il faudra que l’on ait 
Wa. . 2b—a;: 
UN RE 
et, comme — a < 20 — a < a, on voit que, si l’on pose |26— a| = a', on a a'< a. On est 


1 


a j 
gayee a'< a. De proche en proche, cette méthode de 


réduction permet d'aboutir à un rapport dont les deux termes sont l’un et l’autre inférieurs 
à telle limite qu’on se sera donnée. 


donc ramené à réaliser le rapport 
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engendre des cylindres F et F, dont le roulement relatif fait naître le rap- 
port de vitesses voulu. Cherchons à déterminer les sections droites de ces 
cylindres (désignées par les mêmes lettres que ces cylindres eux-mêmes) de 
façon à réaliser la transformation voulue. Ces sections droites F et F, sont 
les courbes roulantes correspondant à cette transformation. 

Rapportant les courbes F et I, à des axes polaires qui leur soient inva- 
riablement liés et coïncident l’un et l’autre avec XX, à l’origine des temps 
et prennent au bout du temps ż les directions Xx et X,x,, faisant avec XX, 
les angles ọ et ọ, comptés dans le sens de la rotation. Les courbes F et F,, 


Fig. 82. 


respectivement rapportées à ces axes, seront définies, en coordonnées 
polaires, par les angles ọ et ọ, (comptés en sens contraire de la rotation) et 
les rayons vecteurs ọ et p,, distances de l'axe instantané Y aux axes X 
et X. 

Si les deux rotations sont de même sens, Y est en dehors de l'inter- 
valle XX, et les rayons vecteurs pọ et p, sont de même signe. C’est le con- 
traire si'elles sont de sens inverse. La figure ayant été faite dans le cas de 
rotations de sens inverse, on voit immédiatement que l’on a, en posant 


NA, #10) 

(3) p+pi—a, 
puis, en vertu de la définition de Y, 

(4) p do = p, do,. 


Il suffit de remplacer dans cette dernière dọ et dọ, par leurs valeurs 
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tirées de (1) et (2), pour que les équations (3) et (4) donnent ọ et o, en 
fonction de ż. L’élimination de ż entre chacune de ces expressions et (1) 
pour l’une, (2) pour la seconde, fournit les équations en coordonnées 
polaires des courbes roulantes F et L, 

On peut donner du problème une solution graphique que voici : 

Construisons les lignes représentatives des équations (1) et (2), rap- 
portées à deux axes rectangulaires Ox et Oy, en portant des segments - 
proportionnels aux angles ọ et ©, en abscisses, des segments proportionnels 


au temps ż en ordonnées. Nous obtenons ainsi pour (1) la droite (F), 


(Pp H, 


pour (2) la courbe quelconque (F,), les segments Ox et O y étant représen- 
tatifs, moyennant le choix de modules appropriés, l’un de l'angle 27, 
l’autre, à la fois, de la longueur a et du temps d’une révolution complète. 

Toute parallèle FF, à Ox donne les valeurs EF et EF, de 9 et ọ,, pour 
une même valeur OE du temps t. Si 8 et 4, sont les angles que la droite (F) 
et la tangente en F, à la courbe (F,) font avec O y, on a 


_ dọ dy; p 
BYXA tangô = > tang = p? 
et l'équation (4) devient 
(4 bis) p tang0 — p, tang 84. 


Des équations (3) et (4 bis) on déduit immédiatement, pour ọ et o,, la 
construction géométrique que voici : on mène par y une parallèle à la tan- 
gente en F, à la courbe (F,), qui coupe la droite (F) en P ; si de ce point on 
abaisse sur O y la perpendiculaire PQ, on a OQ =b, yQ = 04. 
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Il résulte, en effet, de cette construction que l'on a 


OQ + yQ=0y =a, 
et 
OQ tang? — VQ tanghi — PQ. 


Reportant ces segments OQ et yQ sur les ordonnées des points F et F,, 
en HR et H, R,, on obtient des points R et R, qui engendrent des courbes 
(R)et (R,) dont les ordonnées font connaître les valeurs de ọ et o,, corres- 
pondant aux valeurs de o et ọ, figurées par les abscisses. 

De ces courbes (R)et (R,) on passe bien aisément aux courbes let F,. 
Les coordonnées polaires des points de ces courbes sont, en effet, mesurées 
respectivement par les abscisses et les ordonnées des points des courbes (R) 
et(R,). Une manière simple de procéder consiste à diviser la circonférence 
complète de centre X et son segment représentatif Ox en un même 
nombre de parties égales et à reporter les ordonnées de (R) ayant pour 
pieds les points de division de Ox sur les diamètres correspondants de la 
circonférence, à partir de son centre X; on aura ainsi autant de points de F, 
et de même pour I, avec un cercle de centre X,. 


y. — TRANSFORMATEURS DE ROTATION EN TRANSLATION. 


123. Cames. — Pour transformer un mouvement de rotation en un 
mouvement de translation, on peut obliger un point M, lié à une tige 
guidée de façon à ne pouvoir que glisser sur elle-même, à rester sur une 
seconde courbe I entraînée dans un mouvement de rotation autour d’un 
axe X. En supposant (ce qui est presque toujours le cas dans la pratique) 
que la droite décrite par le point M rencontre à angle droit l’axe X de rota- 
tion, on peut se proposer de déterminer la courbe F de façon que, pour une 
rotation uniforme de vitesse w autour de X, on obtienne une translation 
définie par l'équation 


(1) SR TT) 


C’est la réalisation matérielle de cette courbe F (au moyen, par exemple, 
d’une rainure creusée dans un disque plein) qui porte le nom de came. 

Si le sens de la rotation est inverse de celui dans lequel on compte 
langle ©, on a 


(2) ® —=wt, 


et, comme la distance z du point M au point X se confond avec le rayon 
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SJ 


vecteur ọ de la came rapportée au pôle X et à l'axe polaire Xx, on a 


(3) o=f(?): 


ce qui constitue l'équation polaire de la came. 
Si, en particulier, on veut que le mouvement de M sur z soit uniforme, 


auquel cas 
zeat 4-b; 


il vient pour (3) 


Q 
p=a+ + b, 
: 0) 


équation d’une spirale d’'Archimède. 


Si l’on constitue la came de deux arcs x A x et æA'x' d’une telle courbe, 
symétriques par rapport à Xæ, on obtient la came en cœur qui permet de 
donner, au point M, un mouvement rectiligne alternatif uniforme au moyen 
d’une rotation uniforme autour de l’axe X. 

On vérifie d’ailleurs immédiatement que toutes les cordes de cette came 
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passant par X, telles que MM’, ont une longueur constante et, par suite, 
qu'on peut transmettre le mouvement à la tige passant par X au moyen de 
deux galets, fixés à cette tige et distants de cette longueur constante, avec 
lesquels la came restera simultanément en contact. 

D'une manière générale, on peut opérer graphiquement comme au numéro 
précédent ; la construction est même, en ce cas, beaucoup plus simple. Soit, 
pour un tour complet, l'are OMA de la courbe (M) représentative des 
espaces que l’on veut faire parcourir au point M, le temps étant porté en 
abscisse. Les abscisses OH et les coordonnées MH de la courbe (M) font alors 


Fig. 86. 


connaître respectivement les angles polaires ọ et les rayons vecteurs ọ des 
points de la came F moyennant l'adoption sur Ox d’un module qui fasse 
correspondre l'angle 27 au segment OA représentatif du temps d’une révo- 
lution complète autour de l’axe X. R 


124. Excentriques. — Dans un excentrique, le mouvement de la tige 
guidée le long de z est déterminée par le contact du profil F lié à laxe X et 
d’une barre B liée invariablement à la tige z, à laquelle elle est d’ailleurs 
perpendiculaire. I suffit de jeter les yeux sur la figure pour se rendre compte 
que le point M, pied de la perpendiculaire abaissée de X sur la barre B, liée 
à la tige Z, décrit, par rapport à la courbe F de l’excentrique, sa podaire 
relativement au point X. Autrement dit, le contour F de l’excentrique 
s'obtient comme antipodaire relativement à X de la came construite confor- 
mément à ce qui a été dit au numéro précédent pour le mouvement donné 
du point M. 

Si l’on veut que le mouvement de l’excentrique F se communique à la 
tige Z par l'intermédiaire de deux barres telles que B, parallèles entre elles 
(côtés opposés d’un cadre fixé à Z) et constamment tangentes l’une et 
l’autre à F, il faut que celle-ci soit d'épaisseur constante (écartement constant 
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pour chaque couple de tangentes parallèles). C’est le cas du cercle; celui 
aussi, comme l’a remarqué Euler, et comme on le vérifie immédiatement, 


Fig. 87. 


de la développante de l'hypocycloïde à trois rebroussements passant par 


ces trois points de rebroussement. 
Fig. 88. 


Dans le cas particulier où la loi du mouvement de M est donnée par 
z= asin(wt— 9), 


w étant la vitesse de rotation de l'arbre X, on voil que la came correspon- 
; q 


dante aurait pour équation 
p=asin(ọ — Qo); 


qui définit un cercle de diamètre a passant par X. Dans ce cas, l’excen- 
trique, antipodaire de cette courbe par rapport à X, se réduit au point P 


D'OCAGNE. 32 j 
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diamétralement opposé à X dans ce cercle, c’est-à-dire à un point P situé à 
la distance a de X et tournant autour de ce point avec la vitesse w. On peut 
supposer ce point P matérialisé sous forme d'un bouton, à axe perpendi- 
culaire au plan de la figure, qui serait relié à laxe X par une manivelle et 
qui coulisserait dans une rainure de la barre B. 

Pour obtenir tous les mouvements périodiques élémentaires correspon- 
dant à une même période (par conséquent à une même vitesse angulaire w), 
il suffit de pouvoir faire varier l'amplitude a et la phase ọ,. Pour la seconde, 
point de dificulté ; il suffit, à l’origine des temps, de caler la manivelle XP 
dans la direction voulue; pour la première, il n'y a qu'à rendre variable la 
longueur de la manivelle XP en permettant au boutòn P de glisser le long 
d'une autre coulisse pratiquée le long de la manivelle sur laquelle on fixe sa 
position au moyen d’une vis de serrage. Tel est le dispositif des excentriques 
qui, dans le Tide predictor (machine à prédire les marées) de Lord Kelvin, 
fournissent la représentation des ondes élémentaires. La composition de ces 
ondes est réalisée par un moyen ingénieux que nous allons maintenant faire 
connaître d’une façon tout à fait générale. 


125. Composition de translations parallèles. — Supposons qu'un fil 
passant sur une poulie d'axe O et ayant deux brins PA et BT parallèles ait 


Fig. 89. 


une de ses extremités P fixe et l’autre T libre; si l’on donne à la poulie 
une translation parallèle aux brins du fil, il est clair que le déplace- 
ment TT’ de l'extrémité libre sera double du déplacement OO de la poulie; 


on a, en effet, 
TT'= AAt BB'— 32300. 
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Cela posé, au lieu de fixer le fil après son passage sur une seule poulie, 
faisons-le successivement passer par-dessus et par-dessous les poulies d’axes 
O., O}, O;,... toutes de même diamètre et dont les axes soient espacés 
horizontalement, juste de ce diamètre, de façon que les brins successifs du 
fil soient verticaux, jusqu’à une dernière poulie d’axe O, (') après laquelle 
le fil est fixé en un point P. Si l’on vient à relever une des poulies supé- 


Fig. go. 


rieures de la quantité z, le point T se relève de 23. On voit donc que, si l’on 
donne à toutes les poulies des translations verticales 3,, 3,, Z3, ... (prises 
avec leur signe et comptées positivement de bas en haut), le déplacement z 


du point T sera 
z= 2 (2; — Zy + 23—...). 


Il en résulte que, si l’on fixe les axes O,, O3, O;, ... respectivement à des 
tiges Z,, Za, Z, ... auxquelles, par le dispositif décrit à la fin du numéro 
précédent, on imprimera des translations verticales données par (°?) 


= .—sin(o;t pl); 
Ze = — — sin (wW, t — pi) 
Z = 2 sin (wt — o3), 
z, = — —< sin (w,t — ọ%), 


(1) On s’est borné sur la figure à supposer n = 3. 
(2) Pour donner le signe — aux translations d'indice pair, il suffit de faire varier de ~z la 
phase correspondante. 
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la loi du mouvement vertical du point T sera donnée par 
z= a, sin(w, t — pl) + a, sin (wt — où) + a sin (wt — p}) +. 


Il suffit dès lors de munir ce point T d’un style horizontal dont la pointe 
s'appuie sur un cylindre de révolution à axe vertical auquel un mouvement 
d’horlogerie imprime une rotation uniforme autour de son axe, pour que ce 
style trace, sur la surface de ce cylindre, la courbe des espaces répondant à 
la formule ci-dessus. Tel est le principe du Tide predictor de Lord Kelvin, les 
vitesses de rotation &,, Ws, W,, ... correspondant aux diverses ondes élé- 
mentaires étant, elles aussi, imprimées aux excentriques correspondants, 
grâce à des engrénages intermédiaires convenablement disposés, par le mou- 
vement d’horlogerie dont il vient d’être parlé. 

On se fera une idée des services que peut rendre cette machine quand on 
saura que la prédiction des marées pour une durée d’une année n’exige pas 
de la machine un fonctionnement de plus de 9 heures, soit une seule journée 
de travail. 


c. — TRANSFORMATEURS GÉOMÉTRIQUES. 


126. Définitions. — Nous rappelons que nous comprenons sous ce 
terme les mécanismes destinés à la transformation des mouvements lorsque 
la loi cinématique de ces mouvements n'entre pas parmi les données du 
problème. C'est, en somme, la nature des trajectoires qui est alors seule en 
question. Cela ne veut pas dire qu’il n’y ait pas intérêt à connaître les rela- 
tions cinématiques existant entre les mouvements produits, mais celles-ci 
apparaissent comme des conséquences de la transformation et n'inter- 
viennent pas à titre de données. La détermination de ces relations cinéma- 
tiques (notamment celles qui existent entre les vitesses simultanées) peut, 
au reste, dans un grand nombre de cas, prendre une forme géométrique 
simple, ainsi qu'on le verra dans la section suivante du Cours (V, B). 

Nous nous bornerons ici à envisager les transformateurs géométriques 
constitués par des chaînes cinématiques ne comprenant que des couples 
rotoïdes ou sphériques (n° 113), et que l’on désigne d’une manière générale 
sous le nom de systèmes articulés. Parmi ceux-ci, on doit encore envisager à 
part ceux qui sont uniquement composés de couples rotoïdes à axes tous 
parallèles entre eux. 

On peut, pour étudier de tels systèmes, les projeter sur un plan 
perpendiculaire à la direction de ces axes, et réduire chacun des élé- 
ments (appelés encore membres ou barres du système) à la droite joignant 
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les protections des deux axes auxquels il est rattaché. On obtient ainsi les 
systèmes articulés plans, de beaucoup les plus importants, que nous allons 
d’abord envisager. 


x. — SYSTÈMES ARTICULÉS PLANS. 


127. Trois-barres. Bielle et manivelle. — Un triangle étant une figure 
indéformable, le plus simple des systèmes articulés plans est un quadrilatère 
muni d’articulations en ses quatre sommets. Les mouvements engendrés au 
moyen d’un tel système sont au premier ou au deuxième degré de liberté, 
suivant qu'on en fixe deux sommets consécutifs ou un seul. Dans le pre- 
mier cas, on a ce qu'on appelle, d’une manière générale, un trois-barres. 

Les barres OA et O,A, pivotant autour des points fixes O et O, sont 
dites les manivelles, et la dernière, AA,, la bielle du trois-barres. 

Les points A et A, se meuvent sur les cercles C et C, de centres O et O, 
et de rayons OA =r, O, A, =r; ; mais, en général, ils ne les décrivent pas 
complètement. Dans le cas, qui est celui de la figure 91, où la plus petite 


Fig. 91. 


manivelle peut faire un tour complet, il existe deux positions limites A’ A 
et AA pour lesquelles la bielle se place en alignement avec la petite 
manivelle. La tête A de la grande manivelle ne fait alors qu’osciller entre 
ses positions limites A’ et A”. 

Il est facile de voir à quelles conditions ce dispositif est réalisé. Il faut 
que les cercles décrits de O, comme centre avec les rayons O, A" =b +r,et 
O,A' = b — r, coupent le cercle C en des points réels, ce qui exige 


d—r<b+r,<d+r et d—r<b—r;<d+r 


ou 
d—(r+r)<b£d+r—r, et d—(r—r)<b£d+r+r 
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inégalités qui seront toutes quatre satisfaites si 
d—(r—-r;)<b£d+r—r,, 


les deux autres ayant lieu a fortiori. 

Ce n’est que dans le cas où les manivelles OA et O, A, ont même longueur 
et où, en outre, AA, —00,, que les deux manivelles peuvent faire un tour 
complet respectivement autour de O et de O,. La barre AA, constitue alors 
ce qu’on appelle une bielle d’accouplement. 

_ Les vitesses angulaires simultanées des manivelles OA et O, A, étant 
w etw, on à 


d(A)= AO. dt, d(A,)= A,0,.w, dt. 
D'autre part, le point de rencontre I des normales aux trajectoires AO 


Fig. 92. 
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d(A) __ AI 

d(A,). Al 
Par suite, 

Wie AT. A, O, 

77 A AO ” 


ou, si l’on considère la transversale AA, B dans le triangle OO, I, 


G) ANS BO, 
aea : BO 


Si le point A,, au lieu de tourner autour du point fixe O,, est assujetti à 
décrire la ligne droite Ox passant par O, on a (en supposant, bien entendu, 
AA,> OA) la bielle et la manivelle ordinaires servant à la transformation 
d’un mouvement rectiligne alternatif du point A, en un mouvement circu- 

laire continu du point A. 
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| 128. Trajectoires engendrées au moyen d'un trois-barres. — Dans le 
cas général, on démontre analytiquement que tout point M invariablement 
lié à la bielle AA, engendre une sextique admettant les ombilics du plan 
comme points triples et possédant trois points doubles à distance finie (*). 
Mais l’ordre de cette courbe peut s'abaisser pour certaines dispositions par- 
ticuhières. Il est clair, en particulier, que, dans le cas de la bielle d’accou- 
plement, tout point invariablement lié à cette bielle décrit un cercle égal à 
ceux que décrivent les points A et A,. | 

Si les manivelles sont encore égales entre elles et la bielle AA, égale à la 
distance OO, des points fixes, mais avec la disposition de la figure ci-dessous 


Fig. 03. t 


(contre-parallélogramme), les courbes décrites par les pointsinvariablement 

liés à AA, sont gles quartiques. Dans ce cas, le centre instantané I de AA, 4 
décrit une hyperbole de foyers O et O,, puisque IO — IO, = OA (°), et la 
tangente à cette hyperbole est la bissectrice IT de l'angle OIO,. Dès lors, 
si M est un point marqué sur AA,, son symétrique P par rapport à IT est 
fixe sur OO ,, et le lieu de M est homothétique (par doublement des 
rayons vecteurs issus de P) de la podaire de l'hyperbole (1) relativement 
à P. En particulier, si M est le milicu de AA ,, la trajectoire (M) est homo- 
thétique de l'hyperbole (1) par rapport à son centre. Si, en outre, les mani- 
velles OA et O, A, sont égales aux côtés du carré dont OO, est la diagonale, 


(1) On trouvera d’élégantes démonstrations de ces propriétés, fondées sur l'emploi des 
coordonnées isotropes, dans les Leçons de cinématique de M. Bricard (t. If, p. 301). L'élève 
Cordonnier est partenu à les établir par des considérations de pure géométrie, 

(?) Le lieu de I par rapport à AA, est de même une hyperbole identique à la première, 
mais de foyers A et A,. Il s'ensuit, d'après le n° 105, que le mouvement de la bielle AA, 
peut être engendré par le roulement de cette séconde hyperbole sur la première. 
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l'hyperbole est équilatère et le milieu de AA, décrit une lemniscate de Ber- 
noulli ; c’est le théorème du P. Carbonnelle. 

Dans le cas où OA = O, A, (sans d'ailleurs que AA, = OO, ), il existe 
une position du système pour laquelle OA et O, A, sont parallèles, le centre 
instantané [ étant alors à l'infini dans la direction de ces droites. Il est 


facile de voir que le milieu M de AA, passe alors, sur sa trajectoire, par 
un point d'inflexion où la tangente MT est perpendiculaire à OA. 

Watt a remarqué que, sur une assez grande étendue de part et d’autre 
de cette position, le point M s'écarte fort peu de cette tangente sur sa tra- 
jectoire dite alors courbe à longue inflexion ('). Ilen a déduit une solution 
approchée de la transformation sans guidage d’un mouvement circulaire, 
celui du point A, en mouvement rectiligne, celui du point M. 

Pour avoir, en dehors de la droite AA,, un point décrivant une droite, il 
a construit, sur AA, et le segment A,B, prolongeant O, A, d’une quantité 
égale, un parallélogramme articulé AA, B,B. Il suffit de jeter les yeux sur 
la figure pour voir que la droite O, B passe par le milieu M et AA, et que le 
point M est le milieu de O, B. La trajectoire du point B est donc homothé- 
tique, par rapport à O,, de celle de M, donc à longue inflexion, ou sensible- 
ment droite comme celle-ci (°). 

Watt s’est trouvé ainsi résoudre approximativement le problème de la 
transformation d’un mouvement circulaire en mouvement rectiligne sans 
guidage. Depuis lors, Tchebichef, en reprenant la question de plus près, 


(1) En réalité cette courbe possède encore dans sa partie utile, deux autres points d'in- 
flexion symétriques par rapport au premier, ce qui dans cette région rapproche encore son 
tracé d’une ligne droite. 

(2) Ce n'est là qu'une simple application du principe du pantographe inventé en 1631 par 
le P. Schneider et consistant en ce que si, sur les côtés AA, et BB, d’un parallélogramme 
articulé dont le côté A, B, pivote autour d’un quelconque O, de ses points, on prend les 
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avait reconnu qu'il y avait moyen, en modifiant un peu le mécanisme de 
Watt, de réduire encore l'écart entre la courbe à longue inflexion décrite 
par le point B et la ligne droite (' ). 

Dans le mécanisme de Tchebichef, le segment A, B, n'est plus égal à 
O, A, ; les barres AA, et BB, sont encore de même longueur et égales à la 
distance de OA et O, A, lorsque celles-ci sont parallèles ; enfin le point B 


Fig. 95. 


n’est plus relié par une barre rigide au point A, mais à un autre point C 
de OA. En disposant convenablement des longueurs de ces diverses barres, 
Tchebichef a montré que, là où le dispositif de Watt donnait pour le plus 
grand écart entre le point B et la droite qu’on voudrait lui faire décrire une 
valeur de 2™ (déjà pratiquement négligeable, vu le jeu des pièces de la 
machine), le sien permettait de réduire cet écart à o™, 05. Lorsque le grand 
géomètre russe publiait ce résultat, d’ailleurs très remarquable, en 1854, il 
croyait impossible la transformation rigoureuse sans guidage d’un mouve- 
ment circulaire en mouvement rectiligne. C’est au capitaine du Génie 
français (depuis lors général) Peaucellier que devait, dix ans plus tard, 


points M et P tels que 
A,M _ OIA, 
HP: 0; 


, 


les points M et P sont toujours alignés sur O, et l’on a encore 


OM BA O; A; 
Pr: be” 


en sorte que, si l’on fait décrire à M une ligne quelconque, P décrit une ligne homothétique 
de la précédente par rapport à O,. 

(1) H. Léauté a, de son côté, poursuivi d'importantes études sur la description approchée 
de lignes données au moyen de systèmes articulés. Voir notamment : Comptes rendus de 
l’Académie des Sciences, 2° semestre 1878, p. 151. Dans le cas où laligne donnée est droite, 
sa méthode aboutit à la solution de Tchebichef sus-visée. 


D'OUAGNE. 33 
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revenir l’honneur de découvrir la possibilité d’une telle transformation, et 

par un procédé des plus élémentaires comme on va le voir plus loin (n° 129). 
Nous établirons, auparavant, pour compléter les notions succinctes qui 


Fig. 96. 


viennent d’être données sur les trois-barres en général, l'important théo- 
rème que voici, dû au géomètre anglais W. Roberts : 


Toute courbe, pouvant être engendrée par un point lié à la bielle d'un trois- 
barres, est susceptible d'une triple génération de cette sorte. 


Voici une démonstration de ce théorème due à l'élève Cordonnier de la 
promotion 1926 : 


Considérons le point M invariablement lié à la bielle AA, et le triangle 
OO, O, semblable à AA, M. 


Fig. 97. 


M 
A 


o 0, 


Sur la bielle et lune des manivelles, O, A, par exemple, construisons le 
parallélogramme dont le quatrième sommet est A’, et formons le quadri- 
latère O, B, BO, semblable à O, A’AO. 

De cette similitude résulte que O, B,, B, B, et O, B, sont constants et, par 
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suite, forment un nouveau trois-barres, et, que O, B, = A, M, car 


HO, M 
QUE O0. AUX 


et O,A'= A, A. 

De plus, les figures semblables O, A'AO et O, B, BO, ayant O, comme 
point double les angles que font, de l’une à l’autre, les droites correspon- 
dantes sont tous égaux à O,0,0 ou MA, A ; donc 


ARCS. Tee 
B, O, Atz MA, À, 


ce qui montre que O, B, est parallèle à A, M, et, par suite (puisqu'on vient 
de voir que ces segments sont égaux), que O, A, MB, est un parallélo- 
gramme, ou que B,M—O,A,. 

Enfin, l'angle B, B, M, égal à celui de B, B, et de la droite correspondante 
A'A (parallèle à O, A,, donc à B, M), est, d’après ce qui vient d’être vu, 
égal à MA, A, donc constant. Le triangle MB, B,, lié à B, B}, est, en consé- 
quence, invariable ide forme, et le point M est ainsi invariablement lié à la 
bielle du trois-barres O,B,B,0,. 

En opérant avec la manivelle OA comme on went de le faire avec O, A,,. 
on aurait le troisième trois-barres auquel resterait attaché le point M. 


129. Inverseurs. Description mécanique de la ligne droite. — Supposons 


Fig. 98. 


0 


que l’on puisse, par des tiges articulées, relier deux points M et M, à un 
point fixe O de façon que : 1° les points M et M, soient toujours alignés sur 
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le point O; 2° le produit de leurs distances à ce point soit constant ; lorsqu'on 
fera décrire à l’un de ces points une courbe (M) quelconque, la courbe (M, ), 
décrite par l’autre, sera inverse de la première par rapport au point O, el 
par suite, si la courbe (M) est un cercle passant par O (ce qui aura lieu si 
. Fon relie le point M à un point fixe X au moyen d’une manivelle XM égale 
à OX), la courbe (M,) sera une droite perpendiculaire à OX. Un système 
articulé réalisant cette double condition est dit inverseur. Le premier en date 
de ces appareils est, comme nous venons de le dire (n° 128), celui de Peau- 
cellier. Il se compose d'un losange articulé MAM, B dont les sommets A et B 
sont reliés au point fixe O par deux tiges de mème longueur. Il est clair, 
dans-ces conditions, que les points O, M et M, sont en ligne droite (chacun 
d'eux se trouvant sur la perpendiculaire élevée à AB en son milieu 1). En 
outre, on à 
À OX | ON MAT NT 

ou 


9 ———— *) — ——_ 


ON MT OX MNA 
c’est-à-dire 


mm $} 


OKIM OL- IMIE OM, OM OA — MA — const. 


ce qui prouve bien que l'appareil est un inverseur. Depuis lors, divers autres 
appareils du même genre ont été imaginés. Nous nous bornerons à citer 
celui de Hart qui offre l'intérêt de ne se composer que de quatre tiges au lieu 


Fig, 99. 


de six. Il est tout simplement constitué par un contre-parallélogramme dont 
un côté AB pivote autour du point fixe O, et sur les côtés AD et BC duquel 
on a pris les points M et M, divisant ces côtés dans le rapport où le point 
O divise AB. Il résulte, en effet, de là, d’abord que les droites OM et OM,, 
respectivement parallèles à BD et AC, sont confondues. 

D'autre part, si le cercle circonscrit au trapèze isoscèle AMM, C coupe 
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AB en \',ona 
BA.BA'— BM, . BC. 
ce qui montre que le point A’ est invariablement marqué sur AB, et, dès 


lors, puisqu'on a aussi 
OA.OA'=0M.OM,, 


on voit que OM. OM, est constant, et, par suite, que les lignes (Met (M, ) 
sont bien inverses par rapport à O. 


130. Description mécanique de l'ellipse ('). Ellipsographe de Hart. 
Ainsi qu'on l’a vu au n° 92, tout point M d'un segment de droite, de lon- 
gueur constante, dont les extrémités glissent sur deux droites rectangulaires 
Ox et Oy décrit une ellipse dont les demi-axes a et b sont les distances de 
M aux extrémités de ce segment. En particulier, le milieu B de ce segment 

A j ,a+l 
décrit un cercle de centre O et de rayon égal à I. 

Pour faire décrire au point M l’ellipse de demi-axes a et b dirigés suivant 

Ox et Oy, il suffit dès lors de lier le point fixe O au point A décrivant Oy, 


b 
, articulées en B, 


í ; a + 
au moyen de deux tiges OB et BA de mème longueur 


le point M étant fixé sur AB à la distance AM = a du RE À. 


Toute la question, pour que l’on puisse fonder sur ce principe la construc- 
tion d’un ellipsographe, revient à imaginer un système articulé astrei- 
gnant le point A à se déplacer sur Oy. On pourrait, à cet effet, avoir 
recours à l’un des inverseurs étudiés au numéro précédent; mais voici une 
autre solution encore plus simple en même temps que plus générale du 
même problème, due à M. Hart (°), et qui permet de constituer un e/pso- 
graphe au moyen de cinq barres articulées. | 

Soient deux barres OB et O'B' pivotant respectivement autour de O 


(1) Le géomètre anglais Kempe a démontré que l’on peut, au moyen d'un système articulé, 
faire décrire à un point une courbe algébrique quelconque, ou plutôt un arc appartenant à 
une telle courbe. Voir la démonstration donnée dans la note 6 de l’appendice de la 17e édition 
(t. I, p. 315). Ce résultat a été étendu aux courbes gauches et surfaces algébriques par 
M. Kœnigs (C. R. de Ac. des Sc., 1% sem. 1895, p. 861 et 981). Une solution plus simple 
a été donnée par M. Roudaire-Miégeville (C. R. de LAc. des Sc., 1° sem. 1923, p. 359, et 
2° sem. 1925, p. 97). 

(2) La démonstration ici donnée est due à l'élève Gérard Cordonnier, de la promotion 1926. 

On trouvera dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences (t. 178, 1924. 
p. 1043) un mode de description mécanique de l’ellipsoïde à trois axes inégaux dans lequel 
interviennent plusieurs systèmes à cinq barres de Hart. 
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et O’, dont les extrémités B et B’ sont reliées par deux autres barres arti- 
culées BA et B'A. Le système est à deux degrés de liberté; si on lui 
impose la condition que les angles OBA et O'B'A soient constamment 


égaux, il n’a plus qu’un degré de liberté et le point A a une trajectoire. 


Posant 
AB — a. AB Sg; OB =b. OBAE pi 


supposons, en outre, que, par construction, 
(1) ab = a'b'. 


Prenant BD =a, B'D'— a', tirons AD et AD’ qui rencontrent en E et 
en E' les parallèles à AB et à AB’ menées par O et par O’. Les points D 
et E, d’une part, D’ et E, de l’autre se trouvant sur les cercles (D) et (D'), 
de centres O et O' et de rayons a — b et b' — a". 
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| L'égalité (1) étant écrite 
AB.OB = AB’.O0B, 


et la similitude des triangles isoscèles ABD et AB'D’ donnant 


AB AB OB O'P 
AD AD SRE: RE 


9 


on voil que 
AD.AE— AD’. AE’. 


Le point À ayant ainsi même puissance par rapport aux cercles (D) et (D') 
décrit l'axe radical de ces cercles, c'est-à-dire une droite perpendiculaire 


à O0’. 


Si a = b, le cercle (D) se réduit au point O, et si, de plus, O0’ = O' D’, 
la droite (A) est la perpendiculaire élevée en O à OO’; comme en outre, 
OB = AB, on tombe sur le cas visé au début de ce numéro; tous les points 
de AB décrivent des ellipses dont les axes sont dirigés suivant OO’ et OA. 
Tel est le principe de l’elkpsographe de Hart. 

La difficulté consistait à assurer constamment l'égalité des angles B et B’. 
Hart a découvert qu’on pouvait y parvenir en reliant par une barre arti- 
culée en ses extrémités deux points C et C’ choisis sur OB et sur O'B' de 
telle sorte que, si l’on pose . 


on ail 
BC = ATD, B'C'=— À2b)!, 


auquel cas, C et C’ divisent OB et O'B' dans le mème rapport. 
On a, en effet, dans ce cas, 


ce qui montre que les triangles AB'C’ et OBA sont semblables, leur rap- 
AB’ 


port de similitude étant pp =>. De même, pour les triangles ABC 
et O'B'A. 

- Par suite, 
(a) AC JPA. o 

T Aa o T E 


De plus, cette double similitude entraine 


DRESS pr ETS AT 
AC'B'— OAB, AO'B'—= CAB, 
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et, par soustraction, 

PCT at A TA 

O0 A = OAG: 


s à UT ue. à 
ou, si l’on ajoute de part et d'autre CAO, 


ACT be 
(3) O'’AO—C'AC. 


Les égalités (2) et (3) mettent en évidence la similitude des triangles 
AOO’ et ACC’. Il en résulte que 


CC'= 2:00! 


c'est-à-dire que CC est bien de longueur constante, ce qui établit la proposi- 
tion énoncée. 


Fig. r01. 


0’ o 


En donnant l’ingénieuse démonstration ci-dessus, M. Cordonnier a fait 
la remarque que si, à la condition (1), on substitue 


a0 k A 0; 


les puissances du point A par rapport aux cercles (D) et (D') sont entre 
elles dans le rapport #, et, dès lors, qu’en ce cas le point A décrit un cercle 
du faisceau déterminé par ces deux cercles. 

A ce qui précède, nous ajouterons encore la remarque que voici : dans le 
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cas de l’ellipsographe, où AB = OB, on a, d'une part, AB' = B'C' et, par 
suite, BC = B'D', d'où coïneidence de C' et D', puis :0'C'= O0" et, 
d'autre part, CC'= À. O'C'= OC. Considérant dès lors le système dans la 
position où OB et AB, d’une part, O'B' et AB’, de l’autre, sont en ligne 
droite, on voit que, O'C étant la bissectrice de OO'A, CC' est perpendi- 
culaire à O'A, puis que B et B’ sont respectivement les milieux de AO et 
de AC. 

Si le triangle rectangle AOO’ a ses côtés commensurables entre eux, il 
en est de même de toutes les barres du système. Par exemple, sur la figure, 


00!’—=6, OA =8, DA ro, OB S BA == 
O6. CEE 0: DA, M == 9 


B. — SYSTÈMES ARTICULÉS GAUCHES. 


131. Chaînes cinématiques gauches à couples rotoïdes. — Soit C,, C., 
C, ..., Cn une suite de corps formant deux à deux consécutivement un 
couple rotoide ; nous désignerons par X,,, Xas, ..., X,_,, les axes de ces 
couples, qui forment deux à deux des systèmes invariables, X,, et X,, par 
exemple, faisant partie du corps C», Xs, et X}, du corps C,, etc. Dans le 
cas général, nous supposerons que ces axes pris ainsi deux à deux ne sont 
pas dans un même plan. L'ensemble des corps C,, Ca, ..., Cn forme alors 
une chaîne cinématique gauche à couples rotoïdes. Cette chaîne est fermée 
si C, et C, forment eux-mêmes un couple rotoïde autour d’un axe X,,. 

On peut se proposer de reconnaitre à quelles conditions une telle chaîne 
fermée est déformable. Si, sans avoir égard à aucune liaison, on prend l’un 
quelconque des z corps, C, par exemple, comme système de référence, la 
position de chacun des n — 1 autres est déterminée, par rapport à celui-ci 
au moyen de 6 paramètres. Donc, la configuration de l’ensemble dépend 
de 6(n — 1) paramètres. D'autre part, comme le mouvement relatif de 
deux corps formant un couple rotoïde ne comporte qu’un seul degré de 
liberté, l'existence de chacun des axes équivaut à 5 conditions, soit, en 
tout, 5z conditions. Pour que la déformation soit possible, il faut que le 
nombre des paramètres soit supérieur à celui des conditions réalisées par la 
constitution même de la chaîne, c'est-à-dire que 

G(n—1)>5n, 
ou 
n > 6. 


D'OCAGNE. 34 


www.rcin.org.pl 


266 DEUXIÈME PARTIE. — GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 


Donc, une telle chaine cinématique gauche sera généralement 1ndéfor- 
mable pour n<6. 

On conçoit néanmoins que, pour certaines dispositions particulières des 
axes, la chaîne devienne déformable. Il suffit, pour s’en convaincre, de 
remarquer que, lorsque tous les axes sont parallèles entre eux, on tombe 
sur le cas des systèmes articulés plans, déformables à partir de n = 4. 

Il est clair que cette déformabilité subsiste dans le cas d'axes concou- 
rants, car cela revient à dire que l’on peut faire varier les dièdres d’un 
angle polyèdre dont les faces sont constantes. 

Dans le cas le plus simple, de quatre couples rotoïdes, on trouve que la 
déformation n’existe, en dehors du cas général des axes parallèles ou con- 
courants, que dans les deux cas suivants (') : 


1° Lorsque, pour une position initiale de la chaîne fermée à quatre corps, 
X,, et X}, d’une part, Xs, et X,, de l’autre, coïncident (mécanisme consti- 
tuant une double charnière gauche); 

2° Lorsque les axes offrent la disposition particulière étudiée plus 


loin (n° 133). 


Nous signalerons d’abord un exemple, important pour la pratique, de 
chaîne fermée à quatre axes concourants, savoir celui qui est fourni par le 
joint de Cardan. 


132. Joint universel de Cardan. — Cet organe se compose essentielle- 
ment d’un croisillon invariable à angle droit, dont les branches A'A” et 
B'B" servent respectivement d’axes de rotation aux fourches A'AA” et 
B'BB”; à ces fourches sont invariablement liés les axes AA, et BB, dont, 
par construction, les prolongements passent par O et qui sont perpendicur- 
laires l’un à A'A”, l’autre à B'B”. Par l'intermédiaire du croisillon, toute 
rotation autour de AA, se transforme en une rotation autour de BB,. 

Afin de mieux rattacher cette chaîne cinématique au type général 
ci-dessus défini, nous considérerons le corps C, comme formé par le plan 
des axes AA, et BB, ; les corps C, et C,, respectivement par les plans des 
deux fourches, le corps C, par le plan du croisillon. Dès lors, X,, est l'axe 
AA yX l'axe A'A" X,, laxe B'B/ et X,, l'axe BB,. Ces quatre axes 
concourent géométriquement au point O. Trois des angles qu'ils forment 


(1) Voir sur ce sujet dans le Bulletin des Sciences mathématiques (août 1922, p. 283) 
une étude de M. Et. Delassus. 
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entre eux sont invariables, étant droits; le quatrième, celui des axes X,, 
et X,, peut varier à volonté. 


On peut se proposer de trouver suivant quelle loi varie le rapport des 


Fig. 102. 


S 
XN 
* B, | 


vitesses angulaires simultanées æ et f autour de ces axes pour une valeur 
donnée 9 de l'angle AOB de ces axes. Il suffit pour cela de couper la figure 
par une sphère de centre O et de rayon égal à celui de chacune des deux 
fourches, en sorte que les points A, A’, A”, B, B’, B” sont tous situés sur 


Fig. 105. 


cette sphère. A et B sont fixes, A’ et A” se meuvent sur le grand cercle 
dont A est le pôle, B’ et B” sur celui dont B est le pôle. Les vitesses angu- 
laires « et sont proportionnelles aux arcs infiniment petits d(A') et d(B') 
décrits simultanément par A’ et B’ sur ces grands cercles qui se coupent 
en I, sous l'angle 0, égal à celui des rayons OA et OB. 

Pour définir, à un instant donné, la position des points A’ et B’ dont la 


X 
€ g r T. A Ee ! ` 
distance angulaire reste égale à =, marquons la position A}, où se trouve A’ 


www.rcin.org.pl 


268 DEUXIÈME PARTIE, — GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 
quand B’ est confondu, en B;, avec le point I, et posons 


ARE, B Biy; 


Nous aurons 
o dx 


B dy, 

Or, le triangle sphérique A'B'I, dans lequel le côté A'B’ est égal à un 
quadrant, donne, par la première formule fondamentale de la trigono- 
métrie sphérique appliquée au côté A'B’, 


o = — sin g COS y + cosg sin v cosh 
ou 
tangz = tang y cos9, 
d'où 
dx dy 
MSI en rss CDD 9 
cos“ T COS" y 
ou 
ot COS" Tr 
= —= ——— cosh, 
Gooey 
PRAA 
quı peut encore s ecrire 
a ı + tang’ y 
a SP i A N: A 
B 1 + tang’ z 


Remplaçant, dans cette équation, tangw par sa valeur ci-dessus, on la 
transforme immédiatement en 


[e 4 A cos ÿ 


B 1 — sin? ĝ sin?y 


"opr T . re ° 
Lorsque Ô est différent de -, cette formule montre, puisque sin? y varie 
(e 4 x 
limmobilité de OA quand OB tourne (y variable). Cela se vérifie d’ailleurs 
immédiatement sur la figure. En effet, l'arc de-grand cercle A'B’, égal 


` . ` I . T 7 . 
de o à 1 que = varie de cos à —. Si 0 — “y 2 =0, ce qui implique 
? cosĝ 2 4 


` T r i , . r A 
à z>» étant alors orthogonal au grand cercle B‘, B’, le point A’, est le pôle de 


ce grand cercle, et quand le point B’ se déplace sur B’ B’, le point A' reste 
confondu avec A’ ; laxe A,A est donc alors immobilisé. 

Si l'on prend, sur BB, prolongé, un point O, comme centre d’un second 
joint de Cardan, symétrique du premier par rapport au plan perpendicu- 
laire à OO, en son milieu, il est clair que la vitesse angulaire, autour de 
laxe de la seconde fourche de celui-ci, sera égale à x. Un tel dispositif 


porte le nom de joint de Hooke. 
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133. Bielle d'accouplement gauche de Bennett. — Soit un quadrilatère 
gauche ABCD dont les côtés opposés ont des longueurs égales, savoir 


AB—CD — a, 
BC = DA =b. 


Ce quadrilatère est déformable au deuxième degré de liberté, attendu 
qu'on peut disposer arbitrairement des longueurs de ses deux diagonales. 
Nous pouvons donc, pour réduire sa déformation au premier degré, lui 
imposer une condition de plus, par exemple que l'angle (AB) des plans que 
le côté AB forme avec les côtés contigus AD et BC soit constant. 


Fig. 104. 


Nous allons voir que, dans ces conditions, les trois autres dièdres ana- 
logues (BC), (CD) et (DA) sont aussi constants. Il suffit de le démontrer 
pour l’un d'eux, (BC) par exemple. Or, dans l'angle trièdre BADC, de 
sommet B, on a 

sin( AB) ES sin (BC À 
sin DBC sin ABD 


Mais l'égalité des triangles ABD et CBD (qui ont leurs trois côtés égaux 
chacun à chacun) donne DBC = BDA. Donc 


-sin(AB)  sin(BC) sin(AB)  sin(BC) 
sin BDA ` sin ABD i AR TN. 


On voit de même que 


sin( AB) 


sin(BC)  sin(CD)  sin(DA) 
a b VE a b 
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Par suite, lorsque le dièdre AB est constant, les trois autres le sont 
aussi. Ils sont, en outre, égaux deux à deux, comme les côtés leur servant 
d’arêtes ('). 

Ainsi le quadrilatère est déformable au premier degré de liberté, avec 
constance non seulement de ses côtés, mais des dièdres dont ils constituent 
les arêtes. Menons, dès lors, par chacun des sommets, la perpendiculaire 
au plan des deux côtés aboutissant en ce sommet, savoir X,, en A, X,,enB, 
X,, en C, X,, en D. Les angles de ces axes, pris deux à deux, aux extré- 
mités de chaque côté, sont constants, puisque ces axes sont normaux aux 
faces du dièdre dont ce côté forme l’arête, et que ce dièdre est lui-même 
constant. On voit donc que chaque côté forme une figure invariable avec 
les deux axes X passant par ses extrémités, par exemple X,,, AB et X,,, 
puisque AB est la perpendiculaire commune à X,, et X,, dont l'angle est 
constant [égal au dièdre (AB)]. Cet ensemble invariable pourra être 
appelé C, ; de même pour C., C, ou C, correspondant à BC, CD et DA. 
La chaine formée par ces quatre corps est, comme on vient de le voir, 
déformable au premier degré de liberté; de plus, elle se compose de 
quatre couples roloïdes, puisque, par couple, ces corps ont un axe 
. commun. On a donc bien une chaine à quatre éléments déformable. Sa 
découverte, publiée en 1903, est due à un ingénieur anglais, M. Bennett, qui 
a fait observer que, si l’on fixe l’un de ces corps, C, par exemple, les corps 
qui lui sont contigus, C, et C,, peuvent être considérés comme des mani- 
velles tournant autour des axes fixes X,, et X,,, et réunies par une bielle C, 
articulée avec chacune d'elles, respectivement au moyen des axes X,,; 
et X,,. Ce mécanisme très remarquable constitue donc une brielle d’accou- 
plement gauche. 


134. Description mécanique du plan. — Comme dernier exemple de 
mécanisme gauche, nous citerons celui qui permet la description méca- 
nique du plan sans guidage. Il est fondé sur un beau théorème de M. Dar- 
boux, qui dit que, st trois points d'une droite G décrivent des sphères dont les 
centres sont sur une même droite X, tout point de G décrit une sphère ayant 
son centre sur X, cette sphère se réduisant pour lun d'eux à un plan perpendi- 
culaire à X. 

La démonstration de ce théorème se fait très facilement comme suit : la 


(1) On voit d’ailleurs immédiatement que la figure est symétrique par rapport à la droite 
joignant les milieux des diagonales AC et BD, qui se confond avec leur perpendiculaire 
commune, 
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droite G, ayant seulement trois de ses points astreints à rester sur des sur- 
faces données, est soumise à un mouvement M?. Donc, en vertu d’un théo- 
rème rencontré au n° 114, les normales aux trajectoires de ses divers points 
appartiennent à une semi-quadrique dont les génératrices rencontrent G ; 
ces génératrices rencontrent aussi X puisque cette droite rencontre trois 
d'entre elles M, O., M, 0;, M,O,. D'autre part, en vertu d'une propriété 
bien connue des quadriques, si la normale MO répondant au point M ren- 
contre X en O, le rapport anharmonique des quatre points O,, O,, O;, O 
est le même que celui des quatre points M,, M., M,, M. Par suite, le 
point O est fixe, et la surface | M ] ayant toutes ses normales passant par O 
est une sphère de centre O. Si, en particulier, le point M répond à un rap- 
port anharmonique tel que 

MM, MM, 0,0, 

MM, MM, 0,0,’ 


on voit que son correspondant O est à l'infini sur X et, par suite, que, dans 
ce cas, la surface | M] se réduit à un plan perpendiculaire à X. 

Pour réaliser pratiquement le mécanisme, dit planigraphe, fondé sur ce 
théorème, il fallait que les articulations aux points correspondants, O, et 
M, par exemple, fussent telles qu’elles permissent à G de prendre par rap- 
port à X toutes les positions compatibles avec la seule condition que M,0, 
ait une longueur constante donnée, ce qui exigeait qu'elles comportassent 
un cinquième degré de liberté. M. Kœænigs a résolu le problème par l'inter- 
position entre les points O, et M, de cinq axes de rotation ainsi définis : 


Fig. 105. 


1° autour de X et de G, en O, et M,, un manchon pouvant tourner sans 
glisser dans le sens de l’axe (axes X, et X,); 

2° les extrémités de O,M, terminées par des fourches mobiles autour 
d'axes perpendiculaires à ces manchons (axes X, et X, ); 

3° la tige M,O, pouvant tourner dans un œil pratiqué dans une des 
fourches, celle de M, par exemple (axe X,). 
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B. — CINÉMATIQUE GRAPHIQUE. 


135. Généralités. — Le mouvement d’une figure plane, invariable de 
forme, dans son plan, lorsqu'on n’a égard qu'à la nature géométrique des 
trajectoires de ses points, est pleinement défini lorsque l’on connaît les tra- 
jectoires de deux d’entre eux, attendu qu'une telle figure est entièrement 
déterminée, dans chacune de ses positions, lorsque deux quelconques de ses 
points A et B sont mis en place; on peut, pour cette raison, les appeler les 
points guides du mouvement. Quant à la loi cinématique du mouvement sur 
la trajectoire, elle ne peut être arbitrairement choisie que pour un seul de 
ces points, À par exemple, attendu que lorsque la position de A est fixée 
sur sa trajectoire, celle de B s'ensuit sur la sienne. 

On voit donc que, lorsqu'on se donne les trajectoires des points A et B et 
la loi cinématique du mouvement de A sur sa trajectoire, on peut en 
déduire celle de B, puis la trajectoire et la loi du mouvement de tout autre 
point C invariablement lié à A et B. 

Autrement dit : si, connaissant les trajectoires de A et B, on se donne, à 
chaque instant, la vitesse et l'accélération de A, on peut en déduire : 1° la 
vitesse et l'accélération de B; 2° celles de tout autre point C invariablement 
lié à A et B. 

Or, ces diverses déterminations peuvent, quelles que soient la nature de 
la figure en mouvement et celle des trajectoires des points guides A et B, 
être obtenues au moyen de tracés linéaires dérivant systématiquement de 
quelques principes simples, et qui ne laissent pas d’avoir un air de parenté 
avec ceux, plus anciennement connus, de la statique graphique, propres à 
résoudre graphiquement les problèmes de statique dans le plan. 

C’est pourquoi nous avons proposé qu'on les comprenne, de leur côté, 
sous le nom similaire de cinématique graphique ('). 


(1) C’est l'ingénieur en chef de la Marine Marbec, professeur à l’École du Génie maritime 
et répétiteur à l’École Polytechnique, qui a, le premier en France, fait un usage systéma- 
tique de cette méthode dans les applications de la pratique courante. Il n'en a donné 
d'exposé que dans les feuilles autographiées de son cours de l'École du Génie maritime. Un 
passage de l'excellente Mécanique appliquée du professeur John Perry (traduction Davaux, 
t. II, p. 192) fait connaître que la même méthode a été proposée, dès 1885, par le professeur 
R. H. Smith (Transactions Royal Society of Edinburgh, vol. XXII, p. 507). Les démons- 
trations ici données diffèrent de celles de l’un et l'autre de ces deux auteurs. 
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136. Liaison cinématique entre les deux points guides. — Voyons 
d’abord comment sont liées leurs vitesses représentées par les vecteurs AA, 
et BB,. s 

Si, par un point o quelconque, pris dans le plan de la figure, nous 
menons les vecteurs oa et ob respectivement équipollents à AA, et BB,, 
ab représente la vitesse relative de B par rapport à un système [ A] lié inva- 
riablement à A et animé d’un mouvement de translation ; mais, puisque la 
distance AB est constante, cette vitesse relative doit être normale à AB. 
Donc ab est perpendiculaire à AB, ce qui permet, quand on connaît AA,, 
et par suite oa, d'en déduire ob, c’est-à-dire BB,. 


Fig. 106, 


Passons aux accélérations. L’accélération relative de B par rapport au 


ab 
AB 
construction facile permet d'obtenir la grandeur 8, x, de cette accélération 


que nous pouvons porter, dans le sens de B vers A, sur une parallèle à AB. 

Le système de comparaison [| A | étant animé d’un mouvement de trans- 
lation, l'accélération totale de B est la somme géométrique de celle de A et 
de l’accélération relative. 


. Une 


système | A | a, suivant BA, une composante normale donnée par 


Dès lors, si x, 2, et 5,5, sont des vecteurs équipollents aux accélérations 
totales des points A et B, la projection de 8,6; sur AB est la somme algé- 
brique de la projection de 4,4, et de B, æ, ; autrement dit, 4,6, est aussi 
perpendiculaire à AB. 
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Or, chacune des accélérations totales se décompose en une accélération 
normale et une accélération tangentielle. Les accélérations normales sont 
données par 


Ai A= RR’ PB Ep? 


AA, 
AA, et BB, désignant les rayons de courbure des trajectoires, et sont 
dirigées respectivement dans le même sens que ces rayons de courbure. 
Quant aux accélérations tangentielles 4,4, et B,6;, és sont parallèles 
respectivement à AA, et BB,, donc portées sur les perpendiculaires élevées 
en +, et en G,, à &, %, et à 5, Ba. Si donc la première est connue par la loi du 
mouvement du point À sur sa trajectoire, il suffit de mener par &«, une per- 
pendiculaire à AB pour avoir l'extrémité 5, de la seconde. En particulier, 
si le mouvement de A sur sa trajectoire est uniforme, auquel cas 4,4, =-0, 
le point 5, se trouve à la rencontre de la Serana die HAE élevée en B, à 6,6; 
et de la perpendiculaire abaissée de æ, sur AB. 


137. Détermination générale des vitesses et, des accélérations. Cinèmes 
du premier et du deuxième ordre. — Il suffit de traiter le problème pour 
un point quelconque C appartenant à la figure en mouvement, c’est-à-dire 
formant avec AB un triangle invariable. Considérons la position infiniment 


voisine A'B'C'... de la figure. Les vitesses des divers points sont données 
par la AU des vecteurs AA’, BB’, CC’... multipliés par le même coeffi- 


cient — 7 . Donc, en vertu du théorème démontré à la fin du n° 4, la figure 


abc... formée par les extrémités des vecteurs équipollents aux vecteurs- 
vitesses, menés par un point o quelconque, est semblable à la figure ABC... 
C’est à cette figure abc... que Marbec a donné le nom de cinème du pre- 
mier ordre, de pôle o, pour la position considérée de la figure ABC. ... On 
peut donc dire que le vecteur-vitesse d’un point quelconque C de la figure 
mobile, à l'instant considéré, est donné, en grandeur et direction, par le, vec- 
teur qui joint le pôle o au point homologue c du cinème correspondant. 

En particulier, on a la vitesse du milieu M de AB par le vecteur joignant 
le pôle o au milieu m de ab. 

On peut d’ailleurs remarquer que, puisque les figures ABC... et abc... 
sont semblables et que les droites homologues AB et ab sont rectangulaires, 
tous les autres couples de droites homologues AC et ac, BC et bc, ... sont 
aussi rectangulaires. 

De même, si avec le pôle o, nous construisons le cinème a'b'c'... cor- 
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respondant à la position infiniment voisine A'B'C'... de la figure, les vec- 
teurs-accélérations seront parallèles et proportionnels aux vecteurs aa', bb", 
cc', .... D'ailleurs les figures abc... et a'b'c'..., respectivement sem- 
blables aux figures ABC... et A'B'C'... qui sont égales entre elles, sont 
aussi semblables entre elles. Donc, en vertu du même théorème ci-dessus 
rappelé, si par un point quelconque w, on mène des vecteurs équipollents aux 
vecteurs-accélérations, la figure «By... formée par les extrémités de ces vec- 
teurs est semblable à la figure abc... et, par suite, à la figure ABC... 
Cette figure aßy... constitue le cinème du deuxième ordre, de pôle w, pour 
la position considérée de la figure ABC. ... Or, nous avons vu au numéro 
précédent, comment, du vecteur-accélération 4,4, du point A, on pouvait 
déduire celui 5,6, du point B. Il suffit de mener par w des vecteurs équi- 
pollents wa et wß à ces deux accélérations et de construire sur «5 une figure 
semblable à la figure ABC... pour avoir le cinème du deuxième ordre 4By..…. 

Ainsi, le vecteur-accélération d'un point quelconque C de la figure mobile, 
à l'instant considéré, est donné, en grandeur et direction, par le vecteur qui 
Joint le pôle w au point homologue + du cinème du deuxième ordre corres- 
pondant. 

En particulier, on a l’accélération du milieu M de AB par le vecteur 
joignant le pôle w au milieu y. de aĝ. 

Nous allons indiquer ici une application de ces théorèmes à la démons 
tration d'une propriété déjà rencontrée (n° 95, Remarque I) du mouve- 
ment d'une figure invariable de forme sur un plan : 


Fig. 107. 


a 6 


Si l’on construit les deux cinèmes avec le même pôle o, les figures sem- 
blables constituées par ces cinèmes ont un point double d, et d’après ce qui 
a été vu au n° 4, tous les triangles tels que dax, dbB, dey, ... sont sem- 
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blables entre eux; autrement dit, les angles de ces triangles sont les mêmes; 
mais si le point C considéré passe, sur sa trajectoire, par un point 
d'inflexion, la composante normale de son accélération s’annule; donc son 
vecteur-accélération issu de o, oy prolonge son vecteur-vitesse oc; autre- 
ment dit, la droite cy passe par o. Et, puisque les angles en c et en y ont les 
mêmes valeurs pour tous ces points C, chacun de ces points c et y décrit un 
cercle passant par o et d. Or l’ensemble des points c sur le premier cinème, 
ou y sur le second, est semblable au lieu des points C correspondants de la 
figure en mouvement. On voit donc bien que le lieu des points qui, à chaque 
instant, passent par un point d'inflexion de leur trajectoire est un cercle. 


Remarque. — Si l’on a affaire à un système articulé plan, on peut traiter 
chacun des membres qui le composent comme une figure invariable dont le 
mouvement est déterminé par celui des deux articulations, qui le relient 
aux membres contigus. Chacun d’eux donne donc naissance à deux cinèmes, 
l’un du premier, l’autre du deuxième ordre, d’où se déduisent les vitesses 
et accélérations de tous les points qui y sont reliés ("). 


(1) On trouvera des applications de la méthode dans la 1" édition (t. II, p. 62 à 69). 


VI. — STATIQUE GRAPHIQUE ('). 


A. — PRINCIPES GÉNÉRAUX. 


a. — DÉFINITION ET USAGE DU DYNAMIQUE ET DU FUNICULAIRE. 


138. Polygone des forces ou dynamique. Composition des forces concou- 
rantes. — Une force est représentée, en statique graphique : 


1° par sa ligne d’action; 
2° par un vecteur équipollent à celui qui, sur cette ligne d’action, 
définirait le sens et l'intensité de la force. 


On indique la liaison entre ces deux éléments au moyen d’un même signe, 
un chiffre par exemple, répété à côté de chacun d'eux. 

Remarquons dès maintenant que, si, sur une épure, on a porté les 
longueurs avec un certain module ps, les vecteurs représentatifs de l'intensité 
des forces sont construits avec un autre module p;, ces modules faisant 


(1) Une première tentative de traiter systématiquement par des procédés graphiques les 
problèmes de la statique était due, vers 1826, à Lamé et Clapeyron, dont, malheureusement, 
le Mémoire (publié à Saint-Pétersbourg pendant qu’ils résidaient dans cette capitale pour y 
organiser une institution analogue à notre Ecole Polytechnique) est resté à peu près inconnu. 
En 1843, le capitaine du Génie Michon, professeur à l'École d'application de Metz, poussait 
résolument plus avant dans le même sens ouvrant la voie au véritable créateur de la doctrine, 
le professeur Culmann, de l'École Polytechnique de Zurich, qui s’est d’ailleurs honoré en 
reconnaissant très explicitement le mérite des travaux de Michon. En France, le principal 
initiateur des nouvelles méthodes a été le savant ingénieur Maurice Lévy, du Corps des 
Ponts et Chaussées, qui, non content d'y apporter une contribution personnelle de la plus 
haute importance, en a donné un exposé magistral dans son grand ouvrage : la Statique 
graphique et ses applications aux constructions, le plus complet, sans aucun doute, de 
tous ceux qui se rapportent à la matière. 

On trouvera à Appendice du tome II de la 1" édition (Note 7) quelques indications au 
sujet de l’extension à l’espace, due à M. B. Mayor, des méthodes de la statique graphique, 
extension fondée sur la théorie des complexes linéaires. 
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connaître respectivement le nombre de millimètres correspondant d’une 
part au mètre, de l’autre au kilogramme. 

Cela dit, si, à partir d’un certain point arbitrairement choisi à,, on porte, 
les uns à la suite des autres, les vecteurs 260,, 2102 0203, -.. équipollents 
aux forces dont les lignes d'action sont 1, 2, 3, ... on obtient le polygone de 
ces forces, ou dynamique, dont les côtés portent les mêmes numéros de 
repère que les lignes d’action correspondantes. 

On voit, d’ailleurs, que le sens des diverses forces se confond, sur chaque 
côté du dynamique, avec celui dans lequel il serait parcouru par un mobile 
se rendant, d’un mouvement continu, de l’origine à, à l'extrémité (3, sur la 
figure ci-dessous) de ce dynamique, sens qui est dit celui du dynamique. 


Fig. 108, 


La notion de dynamique suffit, à elle seule, à résoudre tous les problèmes 
d'équilibre relatifs à des systèmes de forces d’un plan concourant en un 
même point à distance finie. Si, en effet, les forces 1, 2, 3, 4, en nombre 
d’ailleurs quelconque, appliquées en un point A, se font équilibre, leur 
dynamique, en vertu du principe ci-dessus rappelé, se ferme ; et, inversement, 
cette condition est suffisante pour des forces concourantes. 

De là le moyen de résoudre immédiatement les deux problèmes suivants : 


1° Étant données des forces en nombre quelconque, appliquées en un 
même point À, trouver la grandeur et la direction d’une dernière force 
appliquée au même point, et qui, jointe aux précédentes, assure l'équilibre 
de ce point. 

Soit, par exemple, le système de forces F,, F,, F, dont les lignes d’action 


VI. — STATIQUE GRAPHIQUE. 279 


sont 1, 2, 3. Ayant construit le dynamique 0,0, 0:92, des forces données, on 
tire le vecteur 5,2, qui ferme ce dynamique; sa direction est celle de la 
ligne d'action 4 de la force F, cherchée; sa longueur, mesurée avec le 
module p.p, fait connaitre la grandeur de cette force, dont le sens est celui 
de à, vers à,. 

La force égale et directement opposée à celle-ci est dite la résultante des 
trois premières. 

2° Étant données des forces en nombre quelconque, appliquées au 


Fig. 109. 


point A, trouver les grandeurs de deux forces, de direction donnée, 
appliquées au même point, et qui, jointes aux précédentes, assurent l'équi- 
libre de ce point. 

Soit, par exemple, à faire équilibre au système des forces F, et F,, dont 
les lignes d'action sont 1 et 2, au moyen de deux forces dont les lignes 
d'action soient 3 et 4. 

Ayant construit le dynamique 2,219 des forces données, on mène par les 
points ò, et à, des parallèles respectivement aux directions 3 et 4; ces droites 
se coupent au point ò, et les grandeurs des forces F, et F, cherchées sont 
données, avec leur sens, par les vecteurs ò, ô, et ò, ĉo. 

Si, au lieu que les deux forces cherchées fissent équilibre aux forces 
données, on voulait qu'elles constituassent un système équivalent à celui 
des forces données, il suffirait d'en renverser le sens. 

Il va sans dire que le numérotage des forces est purement arbitraire, car 
on peut, sans altérer en rien le résultat, changer l’ordre dans lequel sont 
portés, les uns à la suite des autres, les côtés du dynamique. Si, par exemple, 
on permute les indices 3 et 4 de façon à obtenir la disposition (3°)(4'), on 
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vérifie immédiatement que les forces obtenues pour faire équilibre au système : 
de 1 et 2 sont bien les mêmes. 


139. Polygone funiculaire d'un système de forces. — Itant données les 
forces F,, F,, F, par leur lignes d'action 1, 2, 3 et leur dynamique 5,0, 0,9; 
si l’on joint un point quelconque du plan, pris pour pôle P, aux sommets 
de ce dynamique par les rayons polaires o', 1", 2', 3", et que l’on construise 


Fig. 110. 


une ligne polygonale 9,9,2.9,9, dont les côtés o’, 1’, 2", 3" soient parallèles | 
aux rayons polaires de même numéro, et dont les sommets se trouvent sur | 
les lignes d'action ayant pour numéro l'indice correspondant, cette ligne | 
polygonale est dite un funiculaire du système de forces considéré. | 

Pour une position donnée du pôle P, tous les funiculaires ont leurs côtés | 
homologues deux à deux parallèles. Cherchons à nous rendre compte de la | 
façon dont varient ces funiculaires lorsqu'on change de pôle. | 

Nous commencerons par établir, à titre de lemme, la propriété fonda- 
mentale des quadrangles réciproques. Rappelons que, d’une manière 
générale, on nomme /igures réciproques deux configurations de droites 
telles que, d’une figure à l’autre, il y ait parallélisme entre droites corres- 
pondantes, mais avec la condition qu’à des droites concourantes sur l'une 
des figures correspondent des droites non concourantes sur la seconde, 
et réciproquement. 

De telles figures s’obtiennent, comme on le sait, par projection, sur le 
plan orthographique d’un complexe linéaire, de deux polyèdres réciproques 

è par rapport à ce complexe ('). 
En particulier, les projections orthographiques de deux tétraèdres réci- 


(1) Voir la première partie du Cours (n° 87). 
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proques par rapport au complexe fournissent deux quadrangles réciproques. 

On peut construire deux tels quadrangles de la manière que voici 
donnons-nous ABCD, puis A'B’ parallèle à AB. En menant par A’ les 
parallèles 2’ et 5’ à 2 et 5 qui passent par C; par B' les parallèles 3° et 4' 
à 3 et 4 qui passent par D, on obtient les points C’ et D’, et l’on vérifie 
facilement que C'D' est parallèle à CD. 


Fig. 11. 


En effet, les similitudes des triangles OAC et O'A’C', OAB et O'A' R, 
OBD et O'B'D' (tenant à ce que, de l’un à l’autre, les côtés sont deux à 
deux parallèles) donnent 

ac. 0": ar Na" OB _ O’D' 
MED 


~ 
w 
a 
P 
7 
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ss 
_ 
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pe” 
nm 


Multipliant ces trois rapports membre à membre, on a 


oD’ 


TAF 


OC 
OD 
égalité qui entraine la similitude des triangles OCD et O'C' D'et, par suite, 
puisqu'il y a parallélisme entre les côtés OC et O'D' d'une part, OD et O'C' 
de l’autre, le parallélisme des troisièmes côtés CD et C'D”’. 

On peut énoncer le résultat qui précède en disant que, lorsque deux 
quadrangles non semblables sont tels que cinq des six droites joignant leurs 
quatre sommets deux à deux se groupent de l’un à l’autre, par couples paral- 
lèles, ces quadrangles sont réciproques et les sixièmes droites, dans lun et l'autre, 
sont également parallèles entre elles. 

Ce lemme étant établi, revenons à nos funiculaires. Considérons, par 
exemple, les côtés contigus 1’ et 2’ se coupant en +, sur la ligne d'action 2. 
Pour un autre pôle P,, nous aurons de même les côtés 1° et 2° se coupant 
en Ÿ, sur cette même ligne d'action 2. Si nous appelons x, le point de 
rencontre des côtés 1’ et 1, des deux funiculaires, &, celui des côtés 2' et 2 
nous remarquons immédiatement, rien que par l'examen du numérotage, 
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qui, d'une figure à l’autre, est commun aux lignes de même direction, que 
cinq des six couples de droites correspondantes des quadrangles æ, «a p29, 
et PP,5,2, sont parallèles; ces quadrangles sont donc réciproques et le 


Fig. 112. 


sixième couple, formé des droites 4,4, et PP,, est également constitué par 
deux droites parallèles. 

On pourrait répéter la même démonstration pour les droites 4,%,, 4:43, 
4,%,, el comme ces diverses droites ont un point commun de l’une à l’autre, 
quand elles sont consécutives, on en conclut qu'elles sont toutes dirigées 
suivant une même parallèle à la droite PP, unissant les deux pôles. 

Ainsi, les côtés correspondants de deux funiculaires construits pour un 
même système de forces avec deux pôles différents se coupent deux à deux sur 
une même droite À parallèle à celle qui unit les deux pôles. 

Si, en outre, les lignes d'action des forces, sur lesquelles se trouvent deux 
à deux les sommets de ces funiculaires, sont concourantes en un point A 
(ou parallèles, ce qui revient à dire qu'elles concourent en un point A situé 
à linfini du plan, dans une direction donnée), on voit que les deux funi- 
culaires sont alors en relation d'homologie, le point A étant le centre, et la 
droite A l'axe d’homologie. 


140. Usage du funiculaire pour déterminer la résultante d'un système 
quelconque de forces dans le plan. — La résultante des forces F,, F,, F, 
est toujours donnée en grandeur et direction par le vecteur 2,2, directement 
opposé à celui qui ferme le dynamique de ces forces, vecteur auquel nous 
pourrons donner le n° 4. Reste à trouver un point de la ligne d’action de 
cette résultante. Il suffit, pour cela, de remplacer le système des forces 
données par un système de deux forces seulement qui lui soit équivalent. 
Les lignes d’action de ces deux forces se couperont alors sur la ligne d’action 
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de la résultante. Pour cela, appliquons le long de chacun des côtés du 
funiculaire ©,0,9,9,9, deux forces égales et directement opposées ayant 
pour vecteurs équipollents les rayons polaires correspondants pris en l'un 


Fig. 115. 


et l’autre sens, par exemple le long de »,0,, deux forces équipollentes 

. s N a ` ° . 7 ‘ ê 
respectivement à P 6, et ô, P, et ainsi de suite. Nous pourrons ainsi grouper 
en chacun des sommets du funiculaire trois forces se faisant équilibre. Par 
exemple, en ©,, des forces dirigées suivant les lignes d'action o’, 1 et 1’, et 

’ r e y 1 ` D N A A J v PRE r 
respectivement équipollentes à P ô., 0,0, et ô P; en ọ,, des forces dirigées 
suivant les lignes d'action 1’, 2 et 2' et respectivement équipollentes à P 5,, 
9,0, et ò, P, et ainsi de suite. Les forces appliquées en chaque sommet se 
faisant équilibre, puisque leur dynamique est fermé, peuvent être sup- 
primées. Finalement, il ne reste que la force équipollente à ò, P dirigée 

j $ . A N Le z . , 

suivant 2,9, et la force équipollente à P 5, dirigée suivant ọ,ọ,. La résultante 
passe donc par le point de rencontre w de ces deux lignes d'action, c'est- 
à-dire par le point de rencontre des côtés extrêmes du funiculaire. Cette 
résultante se trouve ainsi complètement déterminée. 


Remarque. — Íl va sans dire que la mème règle s'applique lorsqu'on veut 
avoir la résultante partielle d'un groupe de forces choisies dans le système 
total et dont les numéros sont consécutifs. La résultante passe alors par le 
point de rencontre des côtés du funiculaire dont l’un précède immédiatement 
la ligne d'action de la première de ces forces (dans l’ordre du numérotage ) 
et dont l’autre suit immédiatement la ligne d’action de la dernière. Cette 
résultante est d’ailleurs équipollente au vecteur directement opposé à celui 
qui ferme, dans le sens croissant du numérotage, le dynamique partiel des 
forces considérées. 
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141. Cas des forces parallèles. Centre de gravité d'un système de points. 
— La règle de la composition graphique des forces parallèles est, bien 
entendu, exactement la même que celle des forces quelconques. La seule 
particularité qui distingue ce nouveau cas consiste en ce qu'alors le dyna- 
mique se réduit à une droite 5,2, parallèle à la direction commune des forces. 
Sur la figure, le funiculaire 2,2,0,0,0,, correspondant au pôle P, donne, 


VS 
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par la rencontre de ses côtés extrèmes, un point © de la ligne d'action de la 
résultante, laquelle est parallèle aux composantes et de grandeur égale 
à OSO 

. On déduit immédiatement de là une construction simple du centre de 
gravité d’un système de points À,, A., A,, affectés de poids donnés par les 
vecteurs 1, 2, 3 du dynamique. Ce centre de gravité se trouve déjà sur la 
ligne d’action qui vient d'être menée par le point w. Supposons maintenant 
que nous fassions tourner toutes les lignes d’action 1, 2, 3 d’un même angle 
respectivement autour des points A,, A», A,; la ligne d'action de la nou- 
velle résultante, qui contiendra également le point G, coupera donc la pré- 
cédente précisément en ce point G. 

Le mieux est de faire tourner les lignes d'action d’un angle droit; mais, 
puisque le choix du pôle P est arbitraire, nous pourrons, en conservant le 
même pôle P, faire simplement effectuer au dynamique primitif une rotation 
d'un angle droit autour de ce pôle. Dans ces conditions, les nouvelles 
positions des divers rayons polaires seront respectivement perpendiculaires 
aux anciennes. Il suffira donc, sans tracer le nouveau dynamique, de 
remarquer que les côtés du nouveau funiculaire seront perpendiculaires aux 
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côtés correspondants de l’ancien. On tirera donc successivement (en ayant 
bien soin d'observer le repérage fixé par les numéros) les côtés dd, 
perpendiculaire à ©,9,, Ņ, p perpendiculaire à ©,9,, etc. La parallèle à la 
nouvelle direction des lignes d’action, menée par le point de rencontre w’ 
des côtés Y, Y, et papa, coupe la ligne d'action primitivement menée par le 
point w au centre de gravité G cherché. 

Ce procédé peut être appliqué à la détermination du centre de gravité 
d’une aire plane, pourvu que l’on puisse décomposer celle-ci en aires 
élémentaires dont on sache obtenir les grandeurs et les centres de gravité. En 
supposant appliquées, en ces centres de gravité partiels, des forces parallèles, 
proportionnelles aux grandeurs des aires partielles correspondantes, et effec- 
tuant sur ces données la construction qui vient d’être indiquée, on obtient le 
centre de gravité cherché. Nous retrouverons plus loin (n° 172, Rem. 1) un 
mode de détermination des centres de gravité des aires planes qui, bien 
que se rattachant, au fond, au même principe, le met en œuvre d’une façon 
plus systématique, grâce à un mode uniforme de décomposition en aires 
élémentaires. 


142. Conditions graphiques d'équilibre d'un système de forces quel- 
conques dans le plan. — Nous avons dit que la condition de fermeture du 
dynamique, nécessaire dans tous les cas d'équilibre, n’est plus suffisante 
lorsque les forces ne sont pas concourantes. 

Une seconde condition graphique (équivalente, bien entendu, à l'annu- 
lation du moment résultant par rapport à un point quelconque du plan) 
doit encore avoir lieu. Il est facile de la trouver en faisant usage du 
funiculaire. 

En effet, la condition de fermeture du dynamique entraine le parallélisme 
des côtés extrêmes du funiculaire, en même temps que l'égalité en grandeur 
des forces résiduelles dirigées suivant ces côtés avec des sens opposés. 
Autrement dit, l’ensemble des forces données est alors réductible à un 
couple. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut que les deux forces résiduelles se 
détruisent, c’est-à-dire soient directement opposées, ce qui exige que le 
premier et le dernier côté du funiculaire coïncident en position et, par suite, 
que le funiculaire se ferme, comme le dynamique. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un système de forces situées 
dans un plan se fasseñt équilibre sont donc que le dynamique de ces 
forces et le funiculaire, pour un pôle quelconque du plan, se ferment tous deux. 
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La position particulière du point P dans le plan n'intervenant en aucune 
façon dans l'établissement de ces conditions, il est clair que la condition de 
fermeture du funiculaire est indépendante de cette position. 

On reconnaîtra plus loin (n° 145) que la condition de fermeture du 
funiculaire équivaut à l’annulation du moment résultant du système des 
forces par rapport à un point quelconque du plan. 


143. Décomposition d'une force suivant trois lignes d'action non concou- 
rantes. — Soit la force F,, définie par la ligne d’action 4 et le vecteur 
r . NNN : : " ` 24 K p 
équipollent 5,2,, à décomposer en trois forces F,, F,, F, suivant les lignes 
d'action 1, 2, 3, forces qui seront entièrement connues quand on aura 
déterminé leurs vecteurs équipollents 2624, 210, 0905. 

On peut résoudre ce problème au moyen du seul dynamique. 


Fig. 115. 


| 


Joignons le point de rencontre R des droites 4 et 1 au point de rencontre S 
F | 

des droites 2 et 3 par une droite dont nous désignerons la direction par e. 
Nous pourrons d’abord décomposer la force 4 suivant les directions 1 et € 

par le tracé du dynamique 2,9,2, dont-les côtés ont les directions 1 et € 

d’après ce qui a été vu au n° 138 uis la composante dirigée suivant € 
7 P ’ 
b AOS À : $ i 

dont la grandeur est donnée par ò, ò,, suivant les directions 2 et 3 par le 

tracé du dynamique à, ò» ò, dont les côtés ont les directions 2 et 3. Les trois 

composantes cherchées sont données, en grandeur et direction, par les 

vecteurs 0601, 0102, 003. Si l'on veut les trois forces dirigées suivant 1, 2, 3, 
. p EE 0 1 . . à . 

qui fassent équilibre à 2,2, suivant 4, il suffit de changer le sens de ces trois 

vecteurs composants. 
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144. Décomposition d'une force en deux autres de direction parallèle à 
la sienne. Si deux des lignes d’action suivant lesquelles doit se faire la 
décomposition, 1 et 2 par exemple, se coupent sur la ligne d’action 4 de la 
force donnée, ou bien la dernière ligne d'action 3 donnée ne passe pas par 
ce point, et le problème est impossible (car les forces F,, F, et — F, 
devraient alors faire équilibre à F,, ce qui est impossible, car F, ne passant 
pas par leur point de concours ne saurait être directement opposée à leur 
résultante), ou bien cette troisième ligne d'action. passe par ce point de 
concours, et le problème est indéterminé; on peut, en effet, se donner 
arbitrairement la composante suivant cette ligne d’action. 


Fig. 116. 
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Lors donc que la décomposition doit se faire suivant des lignes d'action 
se coupant sur celle de la force donnée, il suffit de s’en donner deux. Lorsque 
le point de concours est à distance finie, on retombe sur le problème traité 
au n° 138. [F reste à traiter le cas où ce point de concours est à l'infini, 
c'est-à-dire à résoudre le problème de la décomposition d’une force suivant 
deux lignes d’action données, parallèlement à la sienne. 

Soit donc la force F,, dont la ligne d’action est 3 et le vecteur équipol- 
lent 2,2, à décomposer suivant les lignes 1 et 2 parallèles à 3. Si nous 
faisons choix d’un pôle P quelconque, les directions o’ et 2’ des rayons 
polaires aboutissant en à, et à, sont celles des côtés extrêmes du funiculaire 
servant à composer les forces F, et F, en F,. Donnons-nous le point de 
rencontre w de ces côtés extrêmes sur la ligne d’action 3 (où ils doivent se 
couper en vertu de ce qui a été vu au n° 141). En menant par ce point w des 
parallèles aux directions o’ et 2', nous obtenons respectivement sur o et 2 
les points ©, et 2,, qu'il suffit de joindre pour avoir la direction 1’. La 
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parallèle à cette direction 1’, menée par le pôle P, donne, sur le dynamique, 
ici réduit à la droite 2,2,, le point à,. Les vecteurs ò, ò, et 2,2, font connaître 
les composantes demandées en grandeur et sens. 

Si, au lieu de décomposer la force F, suivant 1 et 2, il s'agissait de l’équi- 
librer au moyen de deux forces dirigées suivant ces lignes d'action, il 
suffirait de renverser le sens de ces vecteurs, c’est-à-dire de prendre 5,2, 


N AJ 
et 0:0,. 


Remarque. — Dans le cas où la force F, ne serait pas donnée directement, 
mais interviendrait comme résultante d’un certain système de forces, les 
points à, et 2, seraient l’origine et l'extrémité du dynamique de ces forces, 
et les droites wọ, et wo, les côtés extrêmes du funiculaire de ces forces pour 
le pôle P. 


b. — DÉTERMINATION GRAPHIQUE DES MOMENTS. 


145. Moment résultant d'un système de forces dans un plan par rapport 
à un point quelconque de ce plan. — Si 5, et 0, sont l’origine et l'extrémité 
du dynamique d’un système de n forces F,, F,, ..., F, quelconques, et 
si W9, et wo, sont les côtés extrêmes d’un funiculaire de ce système de 
forces, pour le pôle P, la résultante du système, qui passe par le point de 
rencontre w de ces côtés extrêmes, est équipollente au vecteur Ò Òn: Si les 
longueurs et les forces ont été reportées sur le dessin respectivement à l’aide 
des modules js, et pap, le moment de la résultante, par rapport à un point 
quelconque I du plan, est égal au produit de la grandeur de cette résul 
tante 2,2, par la grandeur de son bras de levier 


IK 

pu 
Ce moment AN est donc donné numériquement par 
d Òn IK 


us w 


nu 


Or, si nous menons par I la parallèle IH à la résultante, c’est-à-dire à 0,2, 
et que nous abaissions de w sur cette droite la perpendiculaire w H, nous 
avons w H = IK, et par suite, 
ôo Ôn. OH 


a A a 


(1) JGS 


Mais, si nous abaissons de P sur 2,2, la perpendiculaire PQ, dite la dis- 


VAAN 
VV V 
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tance polaire du dynamique pour le pôle P, nous avons, à cause de la simi- 
litude des triangles wlI, 1, et Pisi qui ont leurs côtés deux à deux parallèles, 


d Ôn at PQ 4 
LL on 
Donc 
DESPO 
(2) m— EN. 
pf pu 


Soit d la longueur de PQ exprimée au moyen de la même unité de lon- 


Fig. 117. 
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On 


gueur (le millimètre par exemple) que ap et p. Nous pourrons écrire 


f {, ° d 
Ws p 


1] a 


Si donc nous définissons le module psn (dit module des moments) par 
l'égalité 


— BW 
Bm — d z; 
nous voyons que 
JE Lol 
Von 


autrement dit : la valeur numérique du moment cherché est donnée par la lon- 
gueur du segment 1, },, mesurée au moyen d'une échelle métrique sur laquelle 
l'unité est ysm. 

On voit que, si les côtés extrèmes du funiculaire coïncident, le segment 
1,1, est nul, quelle que soit la position du point I sur le plan, et, par suite, 
que, si le funiculaire se ferme, le moment résultant est nul pour un point 


quelconque du plan, ainsi que cela avait été annoncé à la fin du n° 142. a 


D'OCAGNE, 37 PAR 
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Remarque. — Si l’on donne, sur l’épure, la ligne d'action d’une force 
inconnue, qui y serait représentée par un segment x, et qui doive avoir, par 
rapport à un point À donné, un moment égal à celui représenté par l, ln, on 
voit qu'il suffit, pour obtenir æ, de partir de l'égalité, déduite de (2), 

LPO: :::62 


Eh. 


CRT TT 


où b est le segment représentatif du bras de levier de la force par rapport 
à A ; d’après l'égalité de définition de p.m, cette égalité peut s'écrire 


In. PO — 0x, 


qui permet de construire le segment æ comme quatrième proportionnelle 
à Lo In, PQ et b. Ce segment x, mesuré avec le module s.p, fait connaître la 
valeur de la force cherchée. 


146. Décomposition, par le moyen des moments, d'une force donnée sui- 
vant trois lignes d'action données. — On peut, en se fondant sur ce qui 
précède, déterminer d’une façon nouvelle les composantes d’une force 
donnée suivant trois lignes d'action données. Soit, en effet, à trouver la 
composante, suivant la ligne d’action 3, de la force dont la ligne d'action 
est 4 et le vecteur équipollent ĉĉ», lorsqu'on suppose cette force décom- 
posée suivant les lignes d'action 1, 2 et 3. 

Si nous prenons les moments, d’une part, de la résultante, d'autre part, 
des composantes, par rapport au point de rencontre I des lignes d'action 
1 et 2, nous voyons, puisque les moments des composantes dirigées suivant 
ces lignes sont nuls par rapport à ce point, que ceux de F, et F, sont égaux. 

Or, si, par un point quelconque w de 4, nous menons des parallèles aux 
rayons polaires P2, et PÈ,, ces droites peuvent être prises comme premier 
et dernier côtés d’un funiculaire du système des trois forces F,, F,,F,, on 
a, d’après ce qui précède, 

M(F,)= hl, 


le segment [,1,, étant mesuré avec le module pan ci-dessus défini. Et comme 
par rapport au même point, le bras de levier de F, est la distance IK, du 
point I à la ligne d'action 3, on voit, en vertu de la remarque terminant le 
numéro précédent, que le vecteur ,, représentatif de F,, est donné par 


,66.PQ 
ANS 


Anna Ërein Aranl 
VV \W \ / | LI Í | OI g = e) j 


VI. — STATIQUE GRAPHIQUE. 291 


On a indiqué, sur l’épure, une construction de la grandeur du vecteur v, : 
ayant porté sur PQ le segment Qp égal au bras de levier IK,, sur Qô, le 
segment QJ égal à I, I,, on a mené par P la parallèle PV à pJ ; le segment 
VQ est, en grandeur, égal àv,; quant au sens de la force F,, il résulte de 


Fig. 118. 


cette remarque que pla force F, et la résultante F, doivent tendre à faire 
tourner leur bras de levier dans le même sens autour de I. 


Remarque. — Si, au lieu de chercher les composantes de-la force F, le 
long des lignes 1, 2, 3, on cherchait les forces dirigées suivant ces mêmes 
lignes, mais faisant équilibre à F,, il suffirait de renverser lesens de F,,F,, 
F, et, par suite, de considérer que, par rapport au point I, F, et F, auraient 
des moments de signes contraires. 


B. — APPLICATION A LA DÉTERMINATION 
DES RÉACTIONS ET DES FORCES INTÉRIEURES. 


a. — DÉTERMINATION DES RÉACTIONS DES APPUIS. 


147. Réactions à envisager dans le cas des solides plans. — Nous avons 
déjà dit que nous n’envisageons ici que l'équilibre de solides soumis à des 
forces situées toutes dans un même plan, ou, ce qui revient au même, de 
solides possédant un plan de symétrie par rapport auquel toutes les forces 
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appliquées sont également deux à deux symétriques, en sorte que le pro- 
blème se ramène à celui de l'équilibre d’une portion de plan, douée de masse, 
et limitée à un certain contour. C’est là ce qu'il faut entendre par solide plan. 

Pour réduire à l’immobilité un tel solide soumis à des forces qui ne se font 
pas équilibre par elles-mêmes, il faut, au moyen de certains obstacles maté- 
riels, empêcher de se produire le mouvement que ces forces tendraient à lui 
. donner. La présence de ces obstacles matériels équivaut à l’existenee de 
certaines forces émanant des points où s'exerce leur intervention, forces 
capables, si l’on venait à supprimer ces obstacles, de faire équilibre aux 
forces directement appliquées; ce sont ces forces, équivalentes, au point de 
vue de l'effet produit, aux obstacles matériels, que l’on appelle des réactions. 

Il est des cas où la statique permet, à elle seule, de les déterminer ; Mau- 
rice Lévy a remarqué (') que le critérium, pour qu'il en soit ainsi, réside 
dans le fait que les obstacles matériels, par lesquels l’immobilité est assurée, 
n'influent en rien sur la forme des corps, c’est-à-dire qu’ils n'empêchent pas 
leur libre déformation, « qu’elle résulte soit de l’élasticité, soit de la dilata- 
tion par la chaleur ou de toute autre cause physique ». S'il n’en est pas 
ainsi, le problème est dit kyperstatique, et d’autres principes que ceux de la 
statique (savoir ceux de l’élasticité) doivent concourir à la détermination 
des réactions. 

Nous répétons qu'il ne sera question ici que des cas tributaires de la seule 
statique. 

Les obstacles matériels les plus ordinairement usités sont constitués soit 
par la fixation dans le solide d’un axe normal à son plan de symétrie (rotule) 
autour duquel il pourrait tourner s’il n'existait pas d'autre obstacle, soit par 
un appui pris sur une surface fixe, le long de laquelle il pourrait glisser. La 
réaction équivalente passe, dans le premier cas, par le point où l’axe ren- 
contre le plan de symétrie du corps; dans le second, s’il n’y a pas de frotte- 
ment (ou si le frottement est négligeable), elle est normale à la surface 
d'appui. Il faut, en outre, dans ce second cas, que le sens de la réaction 
normale soit, bien entendu, tel qu'il tende à presser:le solide en équilibre 
contre la surface d'appui et non à l’en écarter. 

Les conditions précédentes étant observées, la détermination purement 
statique des réactions sera possible lorsqu'on aura le moyen de décomposer 
la résultante des forces directement appliquées suivant les lignes d’action 
des réactions. 


(1) La Statique graphique et ses applications aux constructions, 3° édition, t. Í, p. 79. 
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D'ailleurs, les actions exercées par le solide sur les obstacles qui le main- 
tiennent étant égales et directement opposées aux réactions qu'il en reçoit, 
ces actions se trouvent déterminées du même coup, ce qui permet au cons- 
tructeur d'aménager ces obstacles de façon à leur conférer une solidité supé- 
rieure à celle qui est requise pour résister à de tels efforts. 


148. Détermination des réactions dans les cas les plus usuels. — D'après 
ce qui a été vu au n° 143, une force peut, en général, être équilibrée au 
moyen de trois forces dirigées suivant des lignes d'action non concourantes, 
situées avec elle dans un même plan. Donc, si le solide considéré s'appuie 
par trois points sur des surfaces fixes et que les normales à ces surfaces en 
ces trois points ne soient pas Concourantes, on pourra, en général, déter- 
miner (par l’un des procédés indiqués aux n° 143 et 146) les réactions cor- 
respondantes. 

Il y aurait exception si deux des normales aux points d'appui se coupaient 
sur la résultante des forces directement appliquées au solide, ou lui étaient 
parallèles. En pareil cas, l’adjonetion de la troisième réaction entraînant 
une indétermination au point de vue statique, il y aurait lieu de la suppri- 
mer. 

C'est ainsi notamment que, dans le cas (de beaucoup le plus fréquent 


Fig. 119. 


M 
ZN 


dans la pratique des constructions) où la résultante des forces directement 
appliquées est dirigée suivant la verticale, il suffit, pour assurer l'équilibre 
du solide considéré, de le faire reposer par deux points sur des surfaces 
d'appui horizontales. La détermination des réactions suivant les verticales 
de ces deux points d'appui se fait alors suivant le procédé indiqué au n° 144, 
en tenant compte de la Remarque finale sur la composition des forces direc- 
tement appliquées. 
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Il convient d'ajouter toutefois que, pour que le solide soit pressé contre 
les deux appuis, il faut que ceux-ci soient placés de part et d'autre de la 
résultante, sans quoi l’une des deux actions serait de même sens que la 
résultante, et, sur l'appui correspondant, il n’y aurait pas de pression. 

Si la fixité du solide était assurée au moyen de deux rotules A et B, il y 
aurait indétermination au point de vue statique (ce qui est conforme au cri- 
térium de Maurice Lévy, car l’invariabilité de la distance AB ferait obstacle 
à la libre déformation du solide) puisque l’on pourrait, en choisissant arbi- 
trairement un point M sur la résultante R des forces directement appliquées, 
décomposer la force directement opposée à cette force R suivant les direc- 
tions MA et MB. 

En revanche, on pourra déterminer statiquement les réactions dans le 
cas d’une seule rotule A et d’une surface d'appui. En effet, la normale à 


Fig. 120. 


cette surface d'appui au point de contact C rencontrant la résultante R au 
point M, on n'aura, après avoir tiré MA, qu'à décomposer la force directe- 
ment opposée à R suivant MA et MC. Maisil faudra, en outre, pour qu'il y 
ait pression en C, que la force R tombe à l’intérieur de l'angle AMC. 

D'une manière générale, lorsqu'on aura déterminé les réactions corres- 
pondant aux divers obstacles matériels assurant l’immobilité du corps consi- 
déré, on pourra, en regardant ces réactions comme des forces appliquées 
aux corps, faire abstraction des obstacles qui les font naître. Dans ces condi- 
tions, le corps sera en équilibre sous l’action : 1° des forces directement 
appliquées; 2° des réactions, l’ensemble des unes et des autres constituant 
ce qu'on appelle les forces extérieures. 
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b. — DÉTERMINATION DES FORCES INTÉRIEURES 
DANS LES SYSTÈMES RÉTICULAIRES. 


149. Définition des systèmes réticulaires. — Étant donné un système de 
points dans un plan, si l’on tire entre ces points des droites en nombre suffi- 
sant pour que, par chacun de ces points, appelé sommet, il passe au moins 
deux d’entre elles, et si on limite chacune de ces droites à la portion, appelée 
barre, comprise entre les deux sommets qui la déterminent, on obtient ce 
qu'on appelle un système réticulaire, étant d’ailleurs entendu que deux 
barres du système, reliées entre elles, le sont par le moyen d’une articula- 
tion qui, si elles existaient seules, permettrait à leur angle de varier dans 
leur plan commun. 

Si les liaisons ainsi établies entre les sommets sont telles que les angles 
de la figure puissent varier sans que les longueurs des barres soient modi- 
fiées, à supposer, bien entendu, que les sommets jouent le rôle de charnières, 
le système est dit déformable ; l'ensemble des quatre côtés d’un quadrilatère, 
supposés deux à deux articulés aux sommets où ils se rencontrent, est une 
figure déformable. 

Si, au contraire, la variation des angles n’est pas possible, dans les mêmes 
conditions, le système est dit zndéformable. Il est strictement indéformable 
s’il suffit d'y supprimer une seule barre pour qu'il devienne déformable 
(exemple : l’ensemble des quatre côtés et d’une des diagonales d’un quadri- 
latère); il est, au contraire, à n lignes surabondantes si, après suppression 
de n barres, il est encore indéformable, et devient déformable après suppres- 
sion d’une (n + 1)" barre (exemple : l’ensemble des quatre côtés et des 
diagonales (') d’un quadrilatère constitue un système à une ligne surabon- 
dante). 

Lorsque chaque barre du système peut changer de longueur, entre 
certaines limites, sans que les longueurs des autres barres se modifient, le 
système est dit brement dilatable. On reconnaît aisément qu'il en est géné- 
ralement ainsi des systèmes sans lignes surabondantes, c’est-à-dire défor- 
mables ou strictement indéformables. 

Si l’on se donne un certain nombre de sommets, le nombre maximum de 


(1) On suppose, bien entendu, qu’il n’existe aucune liaison directe entre les deux diago- 
nales en leur point de rencontre, et de même, dans le cas général, aux points où les barres 
peuvent se rencontrer mutuellement en dehors des sommets. 
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barres que l’on peut obtenir en les joignant deux à deux est égal à us — - ). 


mais il existe évidemment entre les longueurs de ces barres un certain 
nombre de relations. Considérons en effet deux de ces sommets A et B et la 
barre qui les joint, et supposons qu'à partir de là tout nouveau sommet soit 
déterminé par les longueurs des barres l’unissant à deux des sommets pré- 
cédents; la configuration de l’ensemble est alors entièrement déterminée 
lorsqu'on se donne les longueurs de 


t + 2(s —2)= 2s — 3 barres. 
Par conséquent, si l’on appelle b le nombre des barres et que l’on pose 
b=as— 3o, 


suivant que 5 >0, 5—0 ou o<o, le système est à c lignes surabon- 
dantes, ou strictement indéformable, ou déformable. 
Remarquons que le nombre des barres ayant un maximum égal à 


le nombre o des lignes surabondantes (pour c œo) a un maximum donné 


par 
s(s —1) (s—2)(s— 3) 


— © — (28 —3) = -— ——. 


2 2 


Ce nombre est, en effet, celui des barres joignant deux à deux les n — a 


sommets d’abord reliés chacun aux sommets A et B par les barres, ci-dessus 
envisagées, qui assurent, au minimum, l'indéformabilité du système. 

Si le système est constitué par une suite de triangles juxtaposés extérieu- 
rement, les unes aux autres, par un côté commun, chacun d’eux ayant un 
côté sur le pourtour de la figure, sauf les deux extrêmes qui en ont deux, 


dt ati es Rd de 
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comme le montre la figure 121, ce système est dit simplement triangulé. On 
lui donne le nom de frame (en anglais framework). 

On voit qu'un tel système est strictement indéformable; s'il se compose 
de t triangles, le nombre s de ses sommets est donné par 


s5 tE 2, 
celui b de ses barres, par 

DT N A 
et l’on vérifie bien que l’on a 

ls eea A 3: 


Les barres qui constituent le pourtour du frame, telles que ab, be, ..., 
ha sont dites les barres principales; les autres, telles que Ab, bg, ..., fd 
sont dites les barres de remplissage : elles portent, suivant les circonstances, 
les noms plus particuliers de bracon, d'étrésillon et aussi de poinçon (en ce 
dernier cas, lorsqu'elles sont verticales). 


150. Efforts dirigés suivant les barres d'un système réticulaire. — Lors- 
qu'un système réticulaire est en équilibre, sous l’action de certaines forces 
extérieures (forces directement appliquées en certains de ses sommets et 
réactions des appuis), il se développe en chacun de ses sommets, le long de 
chacune de ses barres, des efforts dont l'existence peut être ainsi mise en 
évidence : considérons la barre qui unit les sommets a et b; si on l’envisage 
isolément, elle peut être regardée comme en équilibre sous l’action de deux 
forces f, et fy respectivement appliquées en a et b, égales et directement 
opposées. | 

Lorsque les forces f, et /, tendent à allonger la barre ab, on dit que 
celle-ci est tendue et la valeur commune f de fa et fs est dite la tension de 
cette barre. 

Lorsque ces forces tendent au contraire à diminuer la longueur de la 
barre ab, on dit que celle-ci est comprimée et la valeur f est dite la compres- 
sion de la barre. 

On voit que si l’on isole d’un système réticulaire une partie déterminée, 
par sectionnement d’un certain nombre de barres, on pourra considérer 
cette partie isolée comme en équilibre sous l’action : 


1° Des forces extérieures qui lui sont directement appliquées ; 2° des forces 
(tensions ou compressions ) qui sont dirigées le long des barres sectionnées. 
En exprimant graphiquement l'équilibre de ces diverses forces, on arrivera, 
dans bien des cas, à déterminer les forces intérieures en question. 
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L'examen des conditions requises pour que l’on puisse obtenir, de cette 
façon, toutes les forces intérieures développées dans un système réticulaire, 
soumis à des forces extérieures appliquées en ses sommets, ne laisse pas 
d’être délicat. Il a conduit Maurice Lévy à reconnaître que, sans exception, 
il faut et il suffit que le système soit librement dilatable, mais qu'en géné- 
ral, il faut et il suffit que le système ne contienne pas de lignes surabon- 
dantes, c’est-à-dire, si l’on se reporte au numéro précédent, que c soit 
inférieur ou égal à o. 

En particulier, la détermination statique des forces intérieures sera 
généralement possible pour les frames, et c’est là ce qui confère à la statique 
graphique l’un de ses principaux intérêts au point de vue de la pratique des 
constructions. 

Pour arriver à déterminer systématiquement toutes les forces intérieures 
qui se développent dans les barres d’un système réticulaire, deux méthodes 
principales sont en présence, celle des sections et celle des nœuds. Nous allons 
les examiner successivement. 


c. — MÉTHODES USITÉES EN PRATIQUE. 


151. Méthode des sections. — [Imaginons qu'un système réticulaire È 
puisse être divisé en deux parties X’ et X" par une section S, de forme, au 
reste, quelconque, qui ne rencontre que trois des barres de ce système, B,, 


Z B; 


B, et B}. Si l’on suppose la partie X" enlevée, la partie restante X’ sera en 
équilibre sous l’action : 1° des forces (réactions des appuis comprises) qui 
lui sont appliquées extérieurement; 2° des forces intérieures f,, fs. f, diri- 
gées le long des barres B,, B, et B, et quiéquivalent à l’action exercée par X” 
sur 2’. 

Remarquons tout de suite que, si l’on suppose ces forces fi, f2, fs, appli- 
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quées au point où S rencontre B,, B, et B;, selon qu'elles sont dirigées vers 
l’intérieur ou l'extérieur de X’ (et nous dirons alors qu’elles sont soit nternes, 
soit externes), les barres correspondantes seront soit comprimées, soit tendues. 

Les forces directement appliquées à X’ admettant une résultante R, la 
question revient, on le voit, à trouver trois forces f, fs, fs, dirigées respec- 
tivement suivant les trois lignes d’action B,, B}, B}, et faisant équilibre à la 
force R, problème que nous savons résoudre soit par une décomposition 
directe (n° 143), soit en faisant usage des moments (n° 146). 

On obtient ainsi, dans le premier cas, le procédé de Culmann, dans le 
second, celui de Ritter. 

Si, par hasard, la section S ne rencontre que deux barres, B, et B}, mais 
que ces barres convergent en un point de la résultante R, il suffira de trou- 
ver, le long de B, et B,, les deux forces faisant équilibre à R (n° 138). 

Au premier rang des systèmes susceptibles de l'application de ces pro- 
cédés se trouvent les frames. 


152. Équilibre d'une barre. — Soit AB une barre reliant deux sommets 
d'un système réticulaire. Supposons qu’en ces sommets A et B soient appli- 
quées des forces 1, 2, 3 d’une part, 4, 5, 6 de l’autre, qui pourront com- 
prendre des forces directement appliquées, des réactions d’appuis ou des 
forces intérieures s’exerçant suivant des barres aboutissant en ces sommets. 

Si l’on considère cette barre isolément, elle est en équilibre sous l’action 
de ces six forces dont, par suite, le dynamique se ferme. Pour construire 
ce dynamique, ayant désigné par les lettres a, b, ..., f les régions du plan 
séparées, autour de la barre AB, par les lignes d’action 1, 2, ..., 6, nous 
circulerons autour de AB dans un sens déterminé, indiqué par les flèches, 
et nous affecterons, à l’origine et à l'extrémité du vecteur équipollent à cha- 
cune des forces, respectivement les lettres qui désignent les régions séparées 
par la ligne d'action correspondante, suivant l’ordre où elles se présentent 
lorsque cette ligne de séparation est franchie dans le sens général de circu- 
lation adopté. 

Ainsi, la ligne 1 étant franchie pour le passage de la région a dans la 
région b, le vecteur équipollent de la force F, portera en son origine la 
lettre a et en son extrémité la lettre b; et de même pour les autres côtés du 
dynamique. 

Considérons maintenant l’équilibre du point A pris isolément ; il a lieu ` 
sous l’action des forces F,, F,, F,, et de la force intérieure K,,, dirigée le 
long de la barre AB. 
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La condition graphique de cet équilibre réside (n° 138) dans la fermeture 
du dynamique des forces F,, F,, F, et Fip. Or, le dynamique des trois pre- 
mières allant du point a au point d, il résulte de là qu'il faut que la droite ad 
soit parallèle à AB. Cette condition étant supposée remplie, la force F,, 
sera équipollente au vecteur da. 


Fig. 123 
g. 129. 


pal 


De mème, la force F,,, faisant équilibre à F,, F,, F, sera équipollente 
à åd. 

Pour ce qui est du sens, il suffit de remarquer que, suivant que la 
force F4, appliquée en un point de sectionnement sur AB, est extérieure 
ou intérieure à la portée de cette barre tenant à A, il y a tension ou com- 
pression. 

Si, maintenant, nous affectons le chiffre 7 àla droite AB, ou aux forces 
intérieures dont elle est la ligne d'action, nous voyons que les figures consti- 
tuées, d'une part, par la barre et les forces qui lui sont appliquées, d'autre 
part, par le dynamique de ces forces et des forces intérieures qu’elles déve- 
loppent dans la barre, ont entre elles le genre de relation que voici: de l'une 
à l'autre, les droites correspondantes sont parallèles; mais, si plusieurs de 
ces droites sont concourantes sur l'une des deux figures, leurs correspon- 
dantes ne le sont pas sur l'autre. C’est ainsi que les droites 1, 2, 3, 7 qui, 
sur la première figure, concourent au point A, entourent, sur la seconde, 
le quadrilatère À, que les droites 3, 4, 7 qui, sur la première figure, entourent 
l'aire d, concourent, sur la seconde, au point d, et ainsi de suite. 

Les deux figures considérées sont donc réciproques (n° 1 39). 


153. Méthode des nœuds. Diagrammes réciproques. — Chacune des 
barres d’un système réticulaire étant individuellement en équilibre sous 
l’action des forces intérieures ou directement appliquées s’exerçant aux 
sommets qu'elle réunit, on voit que son équilibre se traduira par une figure 


——. HN EE 
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analogue à la précédente. Ces diverses figures étant soudées par leurs élé- 
ments communs constitueront dans leur ensemble une figure réciproque de 
celle qui est constituée par le système réticulaire et les lignes d’action des 
forces appliquées en ses sommets extérieurs, y compris les réactions. 

D'ailleurs, pour appliquer le critérium énoncé au numéro précédent, on 
considère comme faisant corps avec chaquesommet un fragment de chacune 
des barres qui y aboutissent, sectionnées près de ce sommet. C’est à chacun 
des ensembles ainsi constitués que l’on applique la désignation de nœud. 

Suivant que la force agissant suivant chacune des branches de ce nœud, 
supposée appliquée au point de sectionnement, est dirigée vers l’extérieur 
ou l'intérieur du nœud, on a affaire à une tension ou à une compression. 
Il suffit donc, lorsqu'on en a la possibilité, de construire une telle figure 
réciproque pour avoir à la fois, en grandeur et sens, tous les efforts cher- 
chés. C’est en cela que constitue la méthode des diagrammes réciproques de 
Cremona. 


Remarque. — La théorie des figures réciproques pouvant, comme on l’a 
vu dans la première partie du Cours (n° 87), être rattachée à celle du com- 
plexe linéaire, on peut déduire de là diverses conséquences relatives à la 
génération des diagrammes réciproques de la statique graphique ('); mais, 
au point de vue pratique, on peut, au moins dans les cas les plus usuels, se 
passer de ce détour théorique. 


154. Exemples d'application. — I. Afin de faire nettement saisir la dif- 
férence des constructions fournies soit par la méthode des sections, soit par 
celle des nœuds, nous en donnons ci-après l'application à une ferme à la 
Polonceau à deux contre-fiches, en supposant appliquées des forces égales 
à p en chacun des trois sommets B, C, D; produisant des réactions égales 


à ‘R sur chacun des appuis A et E. 


la, la symétrie par rapport à la verticale du milieu fait que l’on peut se 
borner à déterminer les efforts dans une des moitiés de la ferme, celle de 
gauche, par exemple. 

Avec des notations qui s'expliquent d'elles-mêmes, cette détermination 
est faite, dans le diagramme de gauche, par la méthode des sections, dans 
celui de droite par la méthode des nœuds. 


(1) Voir, par exemple, le n° 221 (p. 165) de la 17° édition. 
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A gauche, la réaction 1 et la force 2 donnent le dynamique à,3,0,, à 
droite abc. 

A gauche, la section S’ donne le dynamique 2,2,9,0, faisant connaître 
les efforts ò, ò, dans I, 22, dans II. Ayant reporté à, ò, en 2,2, on complète 


. On w Nm w A . » 
le dynamique pour S” par 0,0, et 0,0, qui donnent les efforts dans HI et IV. 


“ 


2 


m 
5 


Enfin le dynamique 2,2,2:20, (d; étant confondu avec è) pour S” donne 
A 


les efforts ò, ò” dans V, ò” ò dans VI. 

Appliquons le critérium pour le sens des efforts, par exemple, à celui 
de VI: si, au point où S” coupe VI, on applique une force équipollente 
à 2°2", on voit qu'elle est extérieure à la partie conservée; c’est donc une 
tension ('). 

A droite, on a simplement formé le diagramme réciproque en tournant 


(1) Sur l’épure, les pièces tendues sont généralement marquées d’un trait fin, les pièces 
comprimées d’un trait gras comme sur la figure 125. 
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dans le sens rétrograde et construisant successivement le triangle abf pour 
le nœud A, puis fbce pour le nœud B et afed pour le nœud G. 

La réussite de cette dernière méthode tient à ce que, après être parti d’un 
nœud où est appliquée une force extérieure et où n'aboutissent que deux 
barres, et avoir tracé le triangle réciproque de ce nœud, on a, de proche en 
proche, construit les autres parties du diagramme réciproque total en passant 
chaque fois à un nouveau nœud où les forces intérieures étaient inconnues 
suivant deux barres au plus. Or, il est des cas où cette possibilité cesse à 
partir d’un certain sommet. 

Prenons, par exemple, la ferme à la Polonceau à six contre-fiches, dont 


Fig. 125. 


on n’a représenté ici qu'une moitié. En partant du sommet A, on peut cons- 
truire les diagrammes réciproques partiels correspondant à ce sommet ainsi 
qu'à B et à C. Mais à partir de là, on se trouve arrêté, que l’on passe soit 
au sommet D, soit au sommet E, trois nouvelles barres, et non deux, appa- 
raissant en chacun de ces sommets. On peut, dans ce cas, tourner la diffi- 
culté en déterminant directement, par le procédé de Ritter appliqué avec la 
section S qui ne rencontre que les trois barres HF, HG et DD' (les moments 
étant pris par rapport au point H), la force intérieure le long de la barre DD’. 
Il devient, dès lors, possible de poursuivre la construction des diagrammes 
partiels, d’abord pour le sommet D, puis pour les sommets E, F et G. 
Toutes les constructions ont été effectuées sut la figure. Les diagrammes 
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réciproques partiels, construits pour les sommets À, B, C, ont fourni suc- 
cessivement les sommets /, k, J. 

Ayant tracé (au moyen du pôle P situésur la perpendiculaire élevée en a 
au dynamique ab, de façon à avoir un côté de fermeture 9,9, horizontal) le 
funiculaire ©,9, ... ọ, de la demi-ferme, d’où l’on a déduit le moment ©, 9, 
des forces directement appliquées à la partie gauche de la ferme par rapport 
au point H, on a effectué la même construction qu’au n° 146 en repor- 
tant ©,®, en ®,9,, la distance polaire Pa en P'ọ,, le bras de levier HI 
en ©, p', et tirant à p'o, la parallèle P'e qui a fait connaître la grandeur ©, 6 
de la force intérieure agissant suivant DD’. En reportant cette grandeur or 
sur la parallèle menée par a à DD’ (en tenant compte du sens de la force 
dont le moment par rapport à H serait direct, celui des forces 1, 2, 3, 4, 
étant rétrograde, puisque la résultante de ces forces, équipollente au vec- 
teur ae du dynamique, passerait par le point de rencontre de 9,9, et 6,0, ), 
on obtient le sommet f du diagramme réciproque. On peut alors achever le 
diagramme partiel faji correspondant au sommet D, ce qui fournit le 
sommet z. Passant au sommet E, on peut aussi achever le diagramme par- 
tiel correspondant qui se ferme au sommet $; de même, le diagramme cor- 
respondant au sommet F fournit le sommet g. Et, comme vérification, la 
fermeture du diagramme répondant au sommet G exige que le point g amsi 
obtenu tombe sur le prolongement de fi. 


Remarque. — On peut, sur la figure ici obtenue, faire, a posteriori, des 
remarques rendant inutile l'emploi du procédé de Ritter et permettant la 
construction directe du diagramme réciproque de la ferme chargée. En 
effet, ji, parallèle à ED, donc à BC, l’est, par suite, à lk. On voit de même 
que Ar est parallèle à aj, donc à lj, et kj à fi, donc à gr. Il résulte de là que 
le point z est au milieu de l'intervalle entre dh et ge, sur la perpendiculaire 
menée par j à la direction commune de ces deux droites. Une fois le point i 


obtenu, il suffit de mener par ce point les parallèles zh et ig à jlet jk pour en 


déduire les points L et g sur dh et eg, puis le point f à l'intersection de gr et 
de l'horizontale du point a. 


c. — APPLICATION A LA DÉTERMINATION DES FORCES ÉLASTIQUES 
DANS LES PIÈCES CHARGÉES. 


A 


155. Définition des efforts tranchants et des moments fléchissants, — 
Les pièces auxquelles se rapporte l'application de la statique graphique qui 
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va être indiquée ici, offrent ce caractère commun de pouvoir être regardées 
comme engendrées par une section transversale, variable ou non de forme, 
dont le centre de gravité G décrit une ligne plane G, G, située dans un plan 
vertical, la section transversale étant, en chaque point G, normale à la 
ligne G, G,, dite fibre moyenne, et l’ensemble de toute la pièce étant symé- 
trique par rapport au plan vertical contenant cette fibre moyenne. On sup- 
pose enfin que toutes les forces directement appliquées sont contenues dans 
ce plan de symétrie ou, du moins, réductibles à de telles forces. De telles 
hypothèses concordent, dans la grande majorité des cas, avec les conditions 
qui se rencontrent dans la pratique des constructions. 

Si l’on imagine que l’on pratique dans la pièce une section AB normale à 
la fibre moyenne qu'elle rencontre en G, la partie ABB, A, de la pièce 
située à droite de cette section peut être considérée comme en équilibre 
sous l’action : 1° des forces extérieures (charges ou réactions) appliquées à 
cette partie de la pièce; 2° des forces dites élastiques, équivalentes, au point 
de vue de l'effet produit, à la présence de la partie enlevée A,B, BA. 

Pour exprimer que ces deux systèmes de forces se font équilibre, on peut 


Fig. 126. 
Wé 


effectuer la réduction:de lun et de l’autre en un même point de la sec- 
tion AB, le point G, par exemple. 

L'équilibre aura lieu si, d’une part, les résultantes de translation, d’autre 
part, les couples résultants sont respectivement égaux et de sens opposé. 

Puisque, avant que la section n’ait été pratiquée, il y avait équilibre, 
c'est donc que le système des forces élastiques exercées par la partie de 
gauche sur celle de droite, et le système des forces directement appliquées 
à cette partie de gauche sont équivalents. On aura donc la résultante de 
translation et le couple résultant, en G, du système des forces élastiques en 
question en réduisant en ce point G le système des forces directement 
appliquées à la partie de gauche. 

On obtient ainsi une résultante R et un couple dont le moment 9 est 
égal au moment résultant des forces directement appliquées à A, B, BA par 
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rapport au point G. La résultante R peut elle-même être décomposée en 
deux autres forces, l’une N normale à la section AB, l’autre T contenue 
dans le plan de cette section. La force N constitue l'effort longitudinal en G 
(compression ou tension selon que cet effort, appliqué en G, est interne ou 
externe par rapport à la partie conservée ABB, A,). La force T est l'effort 
tranchant, et le moment ON, le moment fléchissant en G. 

Il va sans dire que, si l’on envisage de même les efforts (l’un longitudinal, 
l’autre tranchant) et le moment fléchissant équivalents à l’action de la 
partie ABB, A, sur la partie A, B, BA, on retrouve les mêmes que ci-dessus 


changés de signe. 


156. Détermination graphique des efforts tranchants et des moments 
fléchissants. — Puisque la résultante R est équipollente à la résultante des 
forces F,, F}, ...,F, directement appliquées à la partie A, B, BA, elle l’est 
aussi au vecteur qui, dans le dynamique de l’ensemble des forces F,,F,,., 
F, appliquées à la pièce entière, joint le sommet à, au sommet à;. Il suffit 
ensuite de décomposer cette résultante suivant deux directions, l’une paral- 
lèle, l'autre perpendiculaire à AB, pour avoir l'effort tranchant et l'effort 
longitudinal. De même, le moment A étant le moment résultant des forces 
F,, Fa, ..., Fẹ par rapport au point G, il suffit d’avoir tracé un funicu- 


Fig. 127. 


laire pop1...DxPx1 de ces forces, avec un pôle P quelconque, pour que la 
parallèle à 3,à,, menée par le point G, donne, entre les côtés extrêmes 9,9, 
et 9:9:., de ce funiculaire partiel, un segment ij dont la longueur, mesurée 
avec le module gam (n° 145), sera précisément le moment M cherché. 

On voit ainsi que la détermination des efforts tranchants et des moments 
fléchissants revient à une pure question de statique graphique, pourvu que 
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toutes les forces directement appliquées (et, en particulier, les réactions des 
appuis) soient préalablement connues. 

Dans le cas où la fibre moyenne est droite et où toutes les forces directe- 
ment appliquées lui sont normales, l'effort tranchant se confond, en chaque 
point, .avec la résultante R. 


157. Application à une poutre horizontale posée sur deux appuis et por- 
tant des charges isolées. — Soit une poutre horizontale (que nous suppo- 
sons réduite à sa fibre moyenne) reposant sur deux appuis A et B et soumise 
à des forces verticales, ou charges, que nous désignerons, en allant de 
gauche à droite, par F., F;, K,, F, (en conservant les indices 1 et 6 respec- 
tivement pour les réactions des appuis A et B), et dont les lignes d’action 


sont 2, 3, 4, 5. Nous commencerons, en prenant un pôle P, quelconque, 
par déterminer les réactions des appuis A et B. 

Pour cela, 2°0%...0% étant le dynamique de ces forces prises dans l’ordre 
de leurs indices, nous traçons, avec le pôle P, le funiculaire o,9,...9, et 
nous tirons le côté de fermeture ọ,9,. Par application de ce qui a été vu 
au n° 143 (renvoyant au n° 144), il suffit de mener par P, la parallèle à ce 
côté de fermeture, pour obtenir, sur le dynamique, les points confondus ò» 
et ò qui font connaître les réactions 9°2° et 2° sur les appuis A et B, 
numérotées 1 et 6. 
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Si, maintenant, nous prenons sur la fibre moyenne de la poutre un 
point G quelconque, nous aurons l'effort tranchant en ce point en prenant, 
ainsi qu'on vient de le voir au numéro précédent, le vecteur 2°2°, qui ferme 
le dynamique des forces F, et F, situées à gauche de ce point, et le moment 
résultant en mesurant (avec le module gam) le segment G,m, de la verticale 
du point G compris à l’intérieur du funiculaire. D'ailleurs, la résultante 
de F, et F,, dirigée de bas en haut (399%) et passant par le point de ren- 
contre de 9,9, et pı 9e, qui est à gauche de G,, a, par rapport à ce point, 
un moment rétrograde. 

On aurait de même l'effort tranchant et le moment fléchissant en tout 
autre point G de AB. Rappelons que les éléments ainsi déterminés sup- 
posent enlevée la partie à gauche de G; si l’on supposait enlevée la partie à 
droite de G. il suffirait de renverser le sens de ces éléments en conservant 
leur grandeur. 

Il est utile, en pratique, de représenter, par des ordonnées comptées à 
partir de l’axe AB, l'effort tranchant et le moment résultant tout le long de 
la poutre. Il n’y a pour cela qu’à refaire le dynamique en plaçant son 
origine à, sur le prolongement de AB, et à prendre également le pôle P sur 
ce prolongement. L'effort tranchant entre les ligues d'action 1 et 2 étant 
partout égal à à,0,, celui entre 2 et 3 égal à à,2,, et ainsi de suite, il suffit 
de mener par les sommes de ce dynamique des parallèles à AB qui, entre 
les verticales correspondantes, donnent les segments z, t, tat, ...,t,t, dont 
les ordonnées (mesurées avec y.) font connaître, dans chacun de ces inter- 
valles, la valeur de l'effort tranchant pris avec son signe. Par exemple, au 
point G, l'effort tranchant est Gt dirigé de bas en haut. Cette ligne 
brisée 1,1,t:...1,, que nous représenterons par (t), est dite la ligne des 
efforts tranchants de la poutre chargée considérée. L'effort tranchant sur 
l'appui A est, bien entendu, égal à la réaction sur cet appui; celui sur B est 
égal à la réaction correspondante changée de signe; il lui serait égal si, 
progressant, au contraire, de B vers A, on supposait enlevée la partie à 
droite (au lieu de la partie à geuche) de chaque point ; il faudrait alors ren- 
verser l’ordre du numérotage, ce qui reviendrait à un retournement du 
dynamique bout pour bout, et la ligne des efforts tranchants ainsi obtenue 
serait symétrique de la première par rapport à AB. 

De même, avec la disposition choisie pour le dynamique et le pôle, si 
l'on trace le funiculaire m,m,m,m, m;, son côté de fermeture coïncide 
avec AB, et le moment fléchissant en un point G quelconque est donné par 
l’ordonnée correspondante G m (mesurée avec pm). La ligne brisée m,m,...m, 
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dont, en chaque point, l’ordonnée fait connaître le moment fléchissant, et 
que nous représentons par (m), est dite la ligne des moments fléchissants de 
la poutre chargée. Quant au sens du moment fléchissant (lorsque, comme 
nous le faisons ici, progressant de gauche à droite, on suppose enlevée la 
partie à gauche de chaque point), 1l découle de cette remarque que la résul- 
tante des forces à gauche de G passe par le point de rencontre de m,m, 
avec AB et est dirigée de bas en haut; il est donc rétrograde, par suite, de 
même sens que le moment de l’ordonnée Gt, regardée comme une force, 
par rapport à B. Si nous prenions un point G au delà de la verticale 4, la 
ligne d'action de la résultante passerait de gauche à droite en même temps 
que cette résultante changerait de sens; le moment resterait donc rétro- 
grade et, par suite, encore de même sens que celui de l’ordonnée de la 
ligne (m) par rapport au point B. 

Dans tous les cas donc, lorsque, pour le tracé des lignes (z) et (m), on va 
de gauche à droite, le moment fléchissant est de méme sens que celui de 
l’ordonnée de la ligne (m) considérée comme un vecteur ayant son origine 
sur AB, par rapport à l’extrémué de droite de la poutre. 

Remarques. — 1. Lorsque, ce qui arrive fréquemment, tout est symé- 
trique par rapport à la verticale élevée au milieu de AB, les réactions en A 
et B sont égales chacune, et de sens opposé, à la demi-somme des forces 
directement appliquées et l’on peut supprimer la construction du funicu- 
laire préliminaire. 


II. S'il existe des charges appliquées à la poutre en avant du point A, 
on aura soin, pour le tracé du funiculaire initial, de les numéroter 2, 3, ..., 
le n° 1 étant comme précédemment affecté à la réaction de 1. Pour le tracé 
définitif, au contraire, on reprendra la construction en substituant aux 
n®2, 3, ... précédents les n° 1, 2, ..., la réaction de l'appui A prenant 
le numéro correspondant à son rang (voir 1™ édition, n° 226). 


II. Si toutes les charges sans exception sont en avant de A (auquel cas 
la réaction de l'appui B. change de signe), toute construction préliminaire 
est inutile; on peut construire directement, à partir de l'aplomb de la pre- 
mière charge à gauche, les lignes d’efforts tranchants et de moments 
fléchissants. La ligne de fermeture du funiculaire confondu avec la ligne 
des moments fléchissants fait connaître, par la parallèle qui lui est menée 
par P, les réactions des appuis ( 1° édition, n° 227). 


158. Cas d'une charge continue. — Supposons maintenant la poutre AB 


WwW.rcin.org.pl 


PEN OLAN S, 


310 DEUXIÈME PARTIE. — GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 


soumise à une charge continue. Au droit de chaque point G de cette 
poutre, on peut porter en ordonnée GG, la valeur de la charge correspon- 
dante, rapportée à l'unité de longueur, cette ordonnée étant portée avec 
un nouveau module pse : le lieu (c) de ce point G, est ce qu’on appelle la 
ligne de charge de la poutre. 

Pour déterminer les efforts tranchants et moments fléchissants aux 
divers points de la poutre, l’idée qui se présente tout d’abord est la sui- 
vante : on divise la longueur de la poutre en un nombre très grand de 


Bo 


B, 


parties très petites et l’on regarde, pour chacune d'elles, la charge comme 
uniforme, sa valeur étant donnée par laire du petit rectangle ayant pour 
base la division considérée sur AB, et pour hauteur l’ordonnée moyenne de 
l'arc de la courbe (c) comprise dans l'intervalle. On substitue, dès lors, à la 
charge continue la suite discontinue des forces appliquées ainsi obtenues, 
et l'on applique à cet ensemble de forces le procédé de détermination des 
efforts tranchants et moments fléchissants indiqué dans les numéros pré- 
cédents; puis on passe à la limite. 

On obtient ainsi, dans le cas d’une poutre reposant sur deux appuis de 
niveau, pour le lieu des extrémités des ordonnées GG, qui, mesurées avec 
le module p p, représentent les efforts tranchants, une ligne (t), dite ligne 
des efforts tranchants, dont l’ordonnée AA,, au droit de l'appui A, est égale 
à la réaction sur cet appui, et l’ordonnée BB,, au droit de l’appui B, égale 
et de sens contraire à la réaction sur cet appui. D'autre part, le lieu des 
extrémités des ordonnées GG, qui, mesurées avec le module 4m, repré- 
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sentent les moments fléchissants, est une ligne (m), dite ligne des moments 
fléchissants, qui passe par les points A et B. 

Si, d’ailleurs, avec le système discontinu de forces très petites, d’abord 
substitué à la charge continue, on applique la définition de l'effort tran- 
chant et du moment fléchissant, telle qu’elle a été donnée au n° 155, 
puis que, passant à la limite, on remarque que la somme des forces 
appliquées entre A et M tend vers l'aire AGG, A,, ou S, et la somme de 
leurs moments par rapport à G vers le moment M de cette aire, pris par 
rapport à l'axe GG,, on voit facilement que (en tenant compte, bien 
entendu, des modules applicables aux divers éléments mesurés sur la figure, 
et ayant, d'autre part, égard au signe de S et de Ji), on a 


(1) GG = AA, +S, 
(2) GG AA, x GÀ + M. 


Dans le cas de la poutre encastrée, la même marche montre que les 
lignes (t) et (m) partent l’une et l’autre de l'extrémité A, et que les deux 
égalités ci-dessus subsistent moyennant que l’on y fasse AA, = 0. 

On indiquera plus loin (n° 173) le moyen pratique de construire rapide- 
ment ces lignes d'efforts tranchants et de moments fléchissants pour une 
ligne de charge donnée. 


159. Cas où des charges isolées s'ajoutent à une charge continue (t). 
— Puisque des forces parallèles, d’une part, leurs moments par rapport à 
un point quelconque, d’autre part, s'ajoutent algébriquement lorsqu'on les 
compose, on voit que les ordonnées des lignes (1) et (m) cherchées pro- 
viennent respectivement de la sommation algébrique des ordonnées des 
lignes (£) et (m) correspondant à chacune des hypothèses où soit les charges 
isolées, soit la charge continue, existeraient seules, hypothèses auxquelles 
nous ferons correspondre les indices 1 et 2. 

Dans’ces conditions, le point de départ de la ligne (+) résultante, sur la 
verticale de l'appui A, ayant une ordonnée égale à la somme des réactions 
produites sur cet appui, d’une part, par les charges isolées, d'autre part, 
par la charge continue, les fragments successifs de cette ligne (t) sont, à 
une translation verticale près, identiques à ceux de la ligne (t), de la charge 


(1) C'est le cas, par exemple, lorsqu'une locomotive à laquelle correspondent des charges 
isolées, appliquées aux points de contact de ses roues avec le rail, vient se placer sur une 
poutre de pont à travées droites horizontales, qui supporte déjà la charge continue repré- 
sentant la superstructure. 
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continue seule, dans les intervalles des lignes d'action des charges isolées, 
le déplacement de l’un de ces fragments par rapport à l’autre, compté sur 
la ligne d'action qui les sépare, étant identique au vecteur représentatif de 
la charge agissant suivant cette ligne. 


Fig. 130. 


Quant à la ligne (m) résultante, obtenue de même en cumulant les 
ordonnées des lignes (m), et (m), relatives, d’une part, aux charges isolées, 
d'autre part, à la charge continue, elle présente des points anguleux sur les 
lignes d'action des charges isolées. 


VI. — CALCUL GRAPHIQUE. 


160. Objet du calcul graphique. Ses diverses formes. — [Les nombres 
soumis à un certain calcul étant représentés par des segments de droite, 
dont, avec une unité déterminée, ils mesurent les longueurs, on conçoit que 
l’on puisse effectuer sur ces segments une construction aboutissant à la 
détermination d'un autre segment dont la longueur, mesurée avec la même 
unité, fasse précisément connaitre le résultat du calcul envisagé. Par 


exemple, si l’on veut effectuer, sur les nombres a et b, l'opération Va? +b, 
il suffit de mesurer l'hypoténuse d’un triangle rectangle dont les côtés soient 
mesurés respectivement par les nombres a et b. En fait, toute propriété 
géométrique, de l'espèce dite métrique, peut être regardée comme four- 
nissant l'équivalent graphique d’une certaine opération de calcul. Mais (') 
« la simple accumulation des constructions si diverses empruntées aux 
éléments de la géométrie n'aurait pas suffi à constituer ce qu’on peut 
appeler un corps de doctrine. Il était nécessaire pour cela de codifier, en 
quelque sorte, un nombre restreint de constructions fondamentales, suscep- 
tibles d'applications étendues se développant suivant une marche systé- 
matique. 


» La première tentative qui semble avoir été sérieusement faite en ce 
sens est due à un ingénieur français des Ponts et Chaussées, Cousinery, et 
remonte à l’année 1839 (°)». 


Depuis lors, une grande extension a été donnée au calcul graphique, 
notamment par le Suisse Culmann, l'Italien Cremona et le Belge Massau 
dont, à ce point de vue, l’enseignement, à l'Université de Gand, a été par- 


(1+) Extrait de l'Introduction de l’'Ouvrage Calcul graphique et Nomographie (p. xvii), 
dans laquelle on trouvera beaucoup plus de détails sur lhistorique des diverses formes du 
calcul graphique. 

(2) Cousinery, Le calcul par le trait (Paris; Carillan-Gœury et Dalmont, 1839). 


D'OCAGNE, 40 
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ticulièrement fécond. Ce sont principalement les travaux de Massau qui 
nous serviront de guide dans la suite (‘). 

Mais, avant d'aller plus loin, nous allons immédiatement faire ressortir 
la a e essentielle qui sépare le mode de calcul graphique qui vient 
d’être défini (que l’on caractérise souvent par la dénomination de calcul par 
le trait) de celui qui, sous le nom de nomographie, fera l’objet de la der- 
nière partie du Cours. 

Au lieu de faire corrrespondre à des nombres des segments de droite 
dont ils représentent les longueurs, on peut leur faire correspondre des 
éléments géométriques quelconques (points ou lignes), pris dans des sys- 
tèmes æ' définis par la variation d’un paramètre, l'élément correspondant 
à un nombre donné étant celui pour lequel la valeur du paramètre de défi- 
nition, qui peut être dite la cote de cet élément, est égale à ce nombre. 

Toute liaison graphique entre éléments pris dans plusieurs tels systèmes 
se traduit par une certaine relation analytique entre les cotes de ces élé- 
ments. L'ensemble de ces systèmes, lorsque l’on connaît la liaison gra- 
phique en question, constitue donc un mode de représentation graphique 
(nous disons un nomogramme) de cette relation analytique, et en fournit la 
résolution, à la fois, pour tous les systèmes de valeurs des variables, 
compris entre les limites adoptées pour les graduations des divers systèmes 
en présence, alors que les épures du calcul par le trait ne s'appliquent qu’à 
un système unique de données et doivent être recommencées pour chaque 
nouveau système des valeurs de ces données. C’est à la théorie générale des 
nomogrammes que s'applique le nom de nomographie. 


A — RÉSOLUTION GRAPHIQUE DES ÉQUATIONS. 


161. Opération fondamentale. — Soient Ox et O y deux axes de coor- 
données, sur lesquels nous portons les longueurs respectivement avec les 
unités ou modules ps et o. Sur la partie négative de Ov, à partir de O, 
portons le segment OP = &, P étant ce que nous appellerons le pôle de 


(1) Ces travaux ont donné lieu à une suite de Mémoires parus dans les Annales de 
l'Association des ingénieurs sortis des écoles spéciales de Gand, en 1878, 1884, 1886, 
1887, 1889, 1890, 1900. Le mode d'exposition, ici suivi, des principes qui en sont extraits 
diffère sensiblement de celui qui se rencontre dans ces publications. 
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l'opération graphique effectuée. Les parallèles à l'axe Oy, telles que mM 
et m, M,, seront dites des lignes de rappel. 

Soient maintenant a et 3 les nombres qui représentent respectivement les 
segments mm, et Om, mesurés avec les modules p. et 12, correspondants, 


de telle sorte que 
MAUR, Om, = 32%. 


Joignons Pm, et, par un point quelconque M de la ligne de rappel de m, 


Fig: RAT, 


P 0 m my "Z 


menons à Pm‘, une parallèle qui coupe en M, la ligne de rappel de m,. Si, 
par M, nous menons la parallèle MN à Ox, nous avons 


NM, Om, 
TRES a ae 


MN PO 
ou 

NM, _ 4H 

PO Ar 
d’où 


Si donc nous définissons le module pa, par l'égalité 


õpi = ao, 
nous avons 


NM, = az Es 
ce qui montre que le segment NM, mesuré avec le module y», fait connaître 
le produit az (*). 
Dès lors, si nous portons sur l'axe Ox, les uns à la suite des autres (en 


(1) Il semble, au premier abord, qu'il y aurait avantage, en vue d’une plus grande simpli- 
cité, à prendre p = po = u, — 0; or, en réalité, la pratique conduit, dans presque tous les 
cas, à adopter pour ces modules des valeurs différentes, d’où la nécessité de les faire figurer 
explicitement dans la suite des formules se rapportant au présent objet. 
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tenant compte de leur signe supposé ici uniformément positif), les segments 
Mom,, M M,, MoMs, ..., MaM, mesurés, avec le module pa, par les 
nombres 4,, 4:,@;, ..., An, puis, sur l'axe Oy, les segments Om, Om,, 
Om,, ..., OM, mesurés, avec le module j4,, par les nombres 3,, 33, 
335... Zn, Que nous tirions les lignes de rappel des points m,, m;, Mz, .…., 


Fig. 132 
BA 


Mn, et qu'à partir de M, nous tracions le polygone M,M,M,M,...M, dont 
les sommets sont sur ces lignes de rappel, et dont les côtés M, M,, M,M,, 
Mie ME BONT respectivement mE aux droites qui unissent 
le pôle P aux points m’, m, m m, nous avons, en vertu du lemme 


N 
précédent, 

OTA AEA, AE PE 

mM 0,27; HH 0:23, 

Ms Ms _— adz g| -+ As Z + Az Z3, 

MaMa= ail FH az ArH nn 
à la condition que ces segments m, M,, MMs, m,M,, ..., m,M, soient 


mesurés avec le module p, ci-dessus défini. 
Remarquons en passant que, si, par le point P, on mène la parallèle Pr, 


àaM,M,,ona 
1 Bi los + 23 +... + OnËn 
O m 0 — —————— r — , 
A+ As + A+... + An 

le segment Om, étant, cette fois, mesuré avec le module gs9. 

Si la longueur de l’ordonnée m,M,, mesurée avec le module 42, , est égale 
au nombre a,, on voit que le système des valeurs de 3,, 33, 3,, ..., 3, CON- 
sidéré satisfait à l'équation 


Ars + so + AZn s + Ann Gp. 
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Nous introduirons ici quelques conventions de langage destinées à sim- 
plifier la suite de l'exposé. 

La direction de chaque côté M;—,M; de la ligne polygonale MM, M;...M,„ 
étant définie par le nombre z; correspondant ('), nous la désignerons tout 
simplement comme étant la direction 3;; et nous dirons, par abréviation, 
que cette ligne polygonale prise en son ensemble est de directions z,, 
3:, ..., Zn. Cette ligne polygonale, qui part du point M, (point initial) 
pour aboutir au point M, (point terminal), est dite tendue sur les lignes de 
rappel des points m,, m,, Mz, .... Au reste, l’ensemble de ces deux points 
et de ces lignes de rappel constitue le schéma graphique de l'équation consi- 
dérée. On dit que ce schéma est fermé par la ligne polygonale en question. 

Ainsi les directions de toute ligne polygonale tendue sur les lignes de 
rappel du schéma graphique d’une équation linéaire, et fermant ce schéma, 
constituent un système de solutions de cette équation. 

Dès lors, le problème de la résolution graphique d’un système d’équa- 
tions linéaires revient à ceci : fermer les schémas graphiques de ces équations 
par des lignes poly gonales qui admettent toutes le méme système de directions. 


162. Résolution d'un système d'équations linéaires par éliminations 
successives. — Si le système à résoudre se présente sous la forme 


di 31 = do, 


b,2, + 0:3;=0,, 


lzi + laza lyst H nan = lo 


auquel cas on dit qu'il est étagé à partir de la variable 3,, la solution du 
problème graphique formulé à la fin du numéro précédent n'offre pas la 
moindre difficulté. 

Représentant, sur les schémas de ces équations, les points correspondants 
par les mêmes lettres Mo, Mı; M,, ..., ce qui ne peut engendrer aucune 
confusion, nous voyons que, pour avoir 3,, il suffit, sur le premier schéma, 
de tirer la droite M, M, ; cette direction étant également reportée en M,M, 
sur le second schéma, il suffit de tirer la droite M, M, pour avoir 3,; ces 
deux premières directions étant reportées en M,M, et M, M, sur le troi- 
sième schéma, il suffit de tirer M, M, pour avoir 3,; et ainsi de suite. 


(1) Généralisation de la notion de coefficient angulaire de la direction de Mi~, M;i, qui 
correspond au cas où u = u; et, par suite, ô = po. 
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Pour amener un système de n équations linéaires à la forme étagée 
ci-dessus, on peut procéder par éliminations successives comme suit : entre 
chacune des n—ı premières équations et la n°" on élimine 3,, ce qui 
donne n — 1 équations ne contenant plus 3,; entre les n — 2 premières de 
ces n — 1 équations et la dernière d’entre elles, on élimine de même z3,_,, et 
ainsi de suite; on finit, en partant, par le bas, d’une équation contenant 3,, 
32, ..., Zn, par arriver, en haut, à une équation ne contenant plus que 3,, 
c'est-à-dire à un système de la forme étagée ci-dessus. 

Pour que toutes ces opérations préparatoires puissent se faire graphique- 
ment, il suffit de savoir éliminer graphiquement une variable z, entre deux 


équations telles que 
124 + dis +. + Gnin = di, 


b,z,+b,z+...+0,2:= bo: 


Cette élimination graphique est des plus faciles à réaliser grâce à l’ingé- 
nieuse remarque de M. Van den Berg, que voici : 

Si, sur deux axes parallèles, nous portons les segments qui, mesurés avec 
un certain module ('), ont les longueurs 


As; A, = a; AA Gas TE Aide N 
CE WOS POUR: À : ET PS EN AM URSS Ven E, A 
et que nous joignions les points correspondants A et B, A, et Bo, ...,A, 


et B, par des droites, celles-ci déterminent sur un axe parallèle quelconque 
aux deux premiers des segments CG, CC, CG, ..., Cri Cr, qui, 
mesurés avec le même module, font connaître les coefficients Co, Ci, Ca, <., Cn 
d'une équation 


compatible avec les deux premières. 
Si, en effet, on a CA — À CB, on voit immédiatement que 


As TRE 


CC, — A, A, — ABB, 
À 


ES ACT 


, OP DE 


et, par suite, que la dernière équation peut s’écrire 


A3, + 433+... + An3n — ao — À (bi 53 + bite +... + byzn— bo) =0, 


(1) Le module peut n'être pas le même pour tous ces segments à la condition toutefois 
qu'il soit le même pour chacun des couples AA, et BBo, Ao A, et B,B;, Ah, A, et Bnr Bn. 
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ce qui montre bien qu'elle est satisfaite par les mêmes systèmes de valeurs 
de 5,, 3:, ..., 3, que les précédentes. 


Fig. 133. 
A A; A; Az À »-1 A» 
B Br 
C Co C, C2 Cr-1 


Dès lors, il suffit de faire passer l’axe des points C, Ce, Ci, ... par le 
point de rencontre des droites Ap- Ba—ı et A,B, pour avoir les coefficients 
Co, Cis +. En de l'équation provenant de l'élimination de 3, entre les 
deux équations données, et le problème se trouve ainsi entièrement résolu. 


163. Méthode de fausse position. — Massau a fait connattre une méthode 
de fausse position qui permet d'effectuer directement, c’est-à-dire sans éli- 
minations préliminaires, la résolution du système des équations données 


A3 Fazat. H Ann = lo 
biz, + be A E A ae bn, 
kiss + Kesa+ + A = R 
ls, + Link... + lin b, 


sur les schémas graphiques de ces équations. Cette méthode repose sur le 
lemme suivant : Si l'on considère une ligne polygonale tendue sur le schéma 
de la n°°"° équation, à partir de son point initial, et dont les dir ections satis- 
fassent aux n—1 premières équations, les côtés de cette ligne polygonale, 
lorsqu'on fait varier ces directions en satisfaisant ijari aux mêmes n — 1 
équations, pivotent chacun autour d'un point fixe. 

Les ordonnées &;_, et £; des points Mi, et M; de cette ligne polygonale 
sont, en effet, données par les formules 


lizi 1,23. +. E E e T AN 
blizi F lyte n liigi H aizi ki: 


Entre les n — 1 premières des équations ci-dessus et ces deux-ci, élimi- 
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NORS 31, 32, .-.., 3n3 1l Vient 


équation de la forme 


ai +- BE: + 7 aeh 0 4 


qui, par rapport aux axes m; M; et m;M;, définit un point en coordon- 
nées parallèles &;-, et £; (n° 12). La droite M; M; passe donc constamment 
par ce point. 

Il résulte de là que, si l’on connaît deux systèmes de directions satisfai- 
sant aux n —1 premières équations, et que l’on tende les lignes polygo- 
nales correspondantes sur le schéma de la 7°"°, à partir de son point initial, 
les mutuelles intersections des côtés de ces deux lignes, pris respectivement 
dans les intervalles Mom, Mı Ma, ..., m,_,m,, feront connaître les pivots 
P,,P;,...,P, correspondants. 

La ligne polygonale résolvant le système, partant de M, pour aboutir 
à M,, aura donc ses divers côtés passant par ces pivots, et il suffira, pour la 
tracer, de suivre le parcours inverse en joignant M,P, qui donnera M, , 
sur la ligne de rappel de »,_,, puis M, Pa- qui donnera M, , sur la ligne 
de rappel de », ;, et ainsi de suite jusqu’à M,M,. 

Ce théorème ramène, en somme, la résolution du système de n équations 
à n inconnues à celle de deux systèmes de n — 1 équations à n -- 1 inconnues, 
que l’on obtient en affectant successivement, dans les n — 1 premières des 


équations données, à l’une des variables, 3, par exemple, deux valeurs 


arbitraires. 

De proche en proche, on se trouve ainsi ramené à des équations ne con- 
tenant chacune qu’une variable. 

Nous n'insisterons pas ici sur la façon dont il convient de poursuivre sys- 
tématiquement l'application de ce procédé en vue de réduire, dans le cas 
général, les opérations graphiques autant que faire se peut ('). Nous nous 
bornerons à indiquer un cas qui se rencontre dans la pratique (°), où la 


5 


(1) Voir Ouvrage Calcul graphique et Nomographie (p. 43). 
2) C'est le cas notamment du calcul des moments sur les appuis d’une poutre à travées 
p 
solidaires. 


l 
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méthode de Massau fournit une solution d’une extrême simplicité; c'est 
celui où les équations s’étagent à partir de deux variables 3, et z,, c'est-à- 
dire se présentent sous la forme 


di 31 + 438 Ao 
bizi + b,3,+ 0,3, = bo 
ha + GHz ls bn 


Si l’on se donne arbitrairement une valeur pour 3,, les n — 1 premières 
équations, qui forment alors un- système étagé à partir d’une seule 
variable 3,, fournissent immédiatement les valeurs correspondantes de 3, 
3:,..., 2, par le procédé graphique indiqué au début du numéro précédent. 

Opérant de mème avec une seconde valeur de 3, et tendant, sur le 
schéma de la n°" équation, successivement les deux lignes polygonales 
correspondant chacune à l’un de ces systèmes de valeurs de 3,, 33, ...,2,, 
on obtient les pivots qui, ainsi qu’on l’a expliqué ci-dessus, permettent le 
tracé de la ligne polygonale résolvant le système des n équations données. 


164. Résolution des équations algébriques de degré quelconque par la 
méthode des orthogones. — On peut, pour les équations de degré quel- 
conque, à une inconnue, définir un schéma graphique, analogue à celui des 
équations linéaires, de la manière que voici : 

\yant affecté des indices o, 1, 2, 3 les côtés du carré de la figure 134, 
parcourus dans un sens quelconque, ici rétrograde, on choisit comme sens 
positif sur chacun d’eux celui de la flèche correspondante. 

Ceci posé, on construit, à partir d’un point initial quelconque, une ligne 
polygonale M,m,m,m,. ... dont tous les angles sont droits (et qui, pour 
celle raison, est dite un orthogone) et dont les côtés successifs Momo, mimi, 
My Mas... My Ma, Mesurés avec un même module p., ont pour longueurs 
les coefficients successifs ag. 4,, 4,, .... a, du polynome 


A3 + ASIE QE, + Ans 


le sens positif pour le segment représentatif de 4,,,; étant celui du côté 
d'indice č du carré ci-dessus envisagé. 

Pour définir la direction 3, nous prendrons, comme précédemment, un 
pôle P sur Ox, à une distance de O égale cette fois au module js, servant à 
mesurer les longueurs sur O y, et nous porterons sur cet axe, à partir de O, 
un segment égal à-z, dont nous joindrons l'extrémité à P ; la droite P 3 
ainsi tracée sera dite de direction 3. 


D'OCAGNE. 41 
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Ceci posé, traçons un autre orthogone partant du même point initial M,, 
dont le premier côté M,M, ait la direction z, et dont les sommets successifs 
M,, M, M,, ... soient sur les côtés m, mM, m,m,., May, ... du premier. 
Comme précédemment nous dirons que ce second orthogone est de direc- 
tion 3, et tendu sur le premier. 

Vu la convention faite sur le sens positif des côtés successifs du premier 


Fig. 134. 


54 


orthogone, on a, en tenant compte des signes, d'une part, sur les direc- 
tions O y liées aux côtés du carré de définition, pris successivement comme 
des directions Ox, d'autre part, sur les directions mêmes de ces côtés, 


RMI 0523, Mr. = ara +" a}, 
Mi = (az PR ES Mm,=4,: +4,35 + Aa, 
mM = (@3 + 4,5 4 4,)3, Mn = 4925 + 4,5 4 035 +0, 


On peut donc dire que le segment pris avec son signe (indiqué par la flèche 
correspondante), et mesuré avec le module y., qui va du dernier sommet de 
l'orthogone tendu sur le schéma, pour une certaine direction z, au point ter- 
minal de ce schéma, fait connaitre la valeur que prend le polynome pour la 
valeur considérée de z. 

èn particulier, si ce dernier sommet et ce point terminal coincident (par 
exemple, dans le cas du troisième degré, si les points m, et M, viennent en 
coïncidence, ce qui se réalise pour l’orthogone marqué en pointillé), la 
valeur de 3 correspondante (donnée sur Oy par la parallèle issue de P au 
premier côté de l’orthogone) est une racine de l'équation obtenue en égalant 
à zéro le polynome dont on a tracé le schéma. 
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On peut dire plus simplement, en ce cas, que le second orthogone 
MoM, Ms. . . Mn, ferme le premier Mim, m,...m 
Dès lors, le résultat ci-dessus s'énonce ainsi : 


n° 


St l'on a construit le schéma, en forme d'orthogone, du premier membre de 
l'équation 


ayt HA 2 A a LE, + dr = 0, 


toute racine de cette équation est donnée par la direcuon d'un orthogone fer- 


mant ce schéma. 


Tel est le principe de la méthode de Lill (') qui, bien entendu, à partir 


du troisième degré, exige des tàtonnements pour l'obtention d'une racine 
isolée. Ces tâtonnements sont grandement facilités par l'emploi d’un trans- 
parent portant un quadrillage à mailles serrées dont on place un sommet 
en M, et que l’on fait tourner autour de ce point. 

Dans le cas du deuxième degré, il est clair que les deux points M,, corres- 
pondant, sur »,/n,. aux deux racines, se trouvent sur le cercle ayant M, m, 
pour diamètre. 

Cremona a fait l’ingénieuse remarque que, d’après les expressions 
ci-dessus écrites de M, m,, Mama, M;m,. ..., si z est une racine de l’équa- 


(1) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1867, p. 559, et 1868, p. 363. La même 
méthode a reçu de nouveaux développements de la part de M. G. Arnoux (Bull. de la Soc. 
math. de France, 1893, p. 87) et du commandant Deny (Nouv. Ann. de Math., 1905, 
p. 195). 
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tion considérée, ces segments sont égaux (mod p.) aux coefficients de 
l'équation résiduelle, de degré n —1, qui a pour racines les n — 1 autres 
racines de l'équation de degré n considérée. L’orthogone de cette équation 
résiduelle, dont le premier côté M,m, est le même que pour le précédent, 
a donc ses autres côtés mom, m, m, m,m™,, ... équipollents respective- 
ment à M,m,, Mam, M,m,. 

La figure 135 montre la résolution complète de l'équation 


3 


m2 
` tr 140 


— 1,995 +1,26 =ð, 


dont la racine 3—0,7 a été obtenue par tâtonnement, au moyen de 
l’orthogone M,M,M,M,, tendu sur le schéma Momm, m,m, les deux 
autres, 3/— 1,5 et 3/—— 1,2, étant déterminées, sur le schéma M, m m, m,, 
fourni par la remarque de Cremona, au moyen du cercle de diamètre Mo m, 
qui donne, sur le côté mam, les points M‘ et M", conformément à l’obser- 
vation ci-dessus relative aux équations du deuxième degré. 

La comparaison de cet exemple avec la méthode de résolution de l’équa- 
tion complète du troisième degré, exposée au n° 199, fera bien nettement 
ressortir la différence essentielle du calcul graphique et du calcul nomogra- 
phique, qui a été signalée d’une façon générale au n° 160. 


B. — INTÉGRATION GRAPHIQUE. 


a. — QUADRATURES GRAPHIQUES. 


x. — NOTIONS FONDAMENTALES SUR LES COURBES INTÉGRALES. 


165. Courbe intégrale d'une courbe donnée. — Soit y, l'intégrale d'une 
fonction y,, définie par 


LES fs, do + ki 


FAR 


k, étant une constante arbitraire. Représentons ces fonctions y, et y par 
des courbes C, et C, rapportées aux axes OX et OY, les abscisses X étant 
portées sur l'axe OX au moyen du module ps, de telle sorte que 


X = uœ, 


les ordonnées Y, et Y,, respectivement au moyen des modules ps, et p, de 
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telle sorte que 


Yo =M 0; M MT re 


La courbe C, ainsi obtenue est dite intégrale de la courbe C, qui, inver- 
sement, est dite dérivée de C.. 


Fig. 136. 


[l ne faudra pas perdre de vue, d’après cela, que x, Yo, yı sont des 
nombres abstraits, tandis que X, Y,, Y, sont des longueurs exprimées avec 
la même fraction du mètre que p, Wo, Wi. í 

La constante arbitraire #, fait, de même, connaître l’'ordonnée aA, = k, 1, 
de la courbe C,, correspondant à l’abscisse initiale x, et les différentes 
intégrales C, d'une même courbe C,, ne différant entre elles que par cette 
ordonnée initiale, peuvent être obtenues par translation de lune quel- 
conque d’entre elles parallèlement à OY. 

Convenons de désigner, d'une manière générale, par Il, la courbe repré- 
sentative d’un polynome du degré n en x, c'est-à-dire une parabole 
d'ordre n, dont la direction asymptotique unique est confondue avec celle 
de OY. Dans ces conditions, une I, désigne une parallèle à OX, une Il, 
une droite non parallèle à OX, une Il,, une parabole du second degré dont 
laxe est parallèle à OY, .... Et l’on voit immédiatement que la courbe 
intégrale d’une I, est une 1... 

Faisons encore cette remarque que, st deux courbes C, et C, ont, en un 
point commun À,,un contact d'ordre p — 1, leurs intégrales C, et C, st on 
les fait partir d’un même point A, de la ligne de rappel de À,, ont, en ce 
point, un contact d'ordre p. 

Nous pouvons toujours adopter cette ligne de rappel comme axe OY, et, 
d'autre part, puisqu'il s’agit ici de propriétés projectives, prendre comme 
équations des courbes intervenant dans la question les relations liant les x 

et y (au lieu des X et Y). 
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Nous avons, dans ces conditions, 


et, par intégration (en remarquant que l'adoption du point commun A, 
revient au choix d’une mème valeur pour la constante d'intégration). 


A 2 
, F eA A J EPE 
) Vi rs A + I 


p R P +12 


ce qui établit la proposition sus-énoncée. 

En particulier, si C, est une parallèle à OX, C, est la tangènte en À, 
à C,; si C’ est la tangente en A, à Co, C est la parabole IT, osculatrice (*) 
en A, à C,...: si G est la parabole H, osculatrice en A, à C, (contact 
d'ordre n, ou n +1 points infiniment voisins confondus), C, est la para- 
bole IL,,, osculatrice en À, à C,. 


166. Courbes intégrales des divers ordres. — (Considérons de mème les 
courbes C,, intégrale de C,, C, intégrale de C,, etc., dont les ordonnées 
seront portées respectivement avec les modules ps, t3, .... 

La courbe C,, ainsi obtenue, représentative de la fonction 


r inti r 


Min | ax | e A0 | de f Vo dar kE AREA, 


TS x x safe - 2 


eue 


sera dite intégrale du n°" ordre de la courbe Cs. 

Cette intégrale du 2°" ordre, dépendant des z constantes arbitraires #,, 
ka, .... kn, peut ètre assujettie à zn conditions simples quelconques. En 
particulier, on peut faire en sorte qu’elle passe par n points fixés d'avance. 
\ppelons C, l'intégrale du n°" ordre répondant à ces conditions. Les 
expressions des fonctions y, et y,, représentées respectivement par C, 
et C, ne différant que par les valeurs des constantes #,, k,,...,/4,, on a 


A 7, —- lan k E l » AEE (PF 


(i 


Si donc on diminue les ordonnées de la courbe C, de quantités égales 
aux ordonnées de la courbe C;,. on obtient comme lieu des extrémités des 
segments ainsi portés sur les lignes de rappelune parabole I, ,. 


en posant, d’une manière générale, 4 = k;— fr, 


(1) En tant que parabole I, cette courbe est bien osculatrice; elle ne sera confondue 
qu'exceptionnellèment avec la parabole la plus générale osculatrice, laquelle possède avec la 
courbe un contact d'ordre 3. 
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Soient, des lors, sur les lignes de rappel des n points an, bn, ...,1,, pris 
sur OX, les points A,, B, ..., L, par où l’on veut faire passer l'inté- 


grale C,. Si ces mêmes lignes de rappel rencontrent l'intégrale C’, primiti- 
vement tracée en À,. B,. ..., La, il suffit de retrancher des ordonnées de 


ces derniers points celles des points A, B,, .... La, c'est-à-dire de porter 
respectivement sur leurs lignes de rappel, en tenant compte du sens, les 
segments Aa, A 6, Bi 3 LÀ = El pour: Obten 
n points &n, Bn. .... À, qui déterminent la parabole II, ;. 

En reportant ensuite, sur une ligne de rappel quelconque, à partir 
de OX, le segment de cette ligne de rappel pris à partir de Il,_, et limitée à 
la courbe C,,, on obtient le point correspondant de la courbe C.. 

On peut aussi, par la même construction, déduire la tangente, en un 
point de la courbe C, des tangentes aux points correspondants de C, 
et Il, ,, attendu que, ainsi que cela se vérifie immédiatement, s’il existe, 
entre les ordonnées correspondantes y,, y,. y" des courbes C,, C, et Mi, 
la relation 


Vn Vna =F s 


il existe de mème entre -les ordonnées vn, %,, n°, comptées sur une même 
ligne de rappel, des tangentes à ces courbes, en des points se correspondant 
sur une autre ligne de rappel, la relation 


Tin fin — N- 


En particulier, pour construire la C, de C, passant par les points A, 
et B,, on commencera par construire une C, quelconque de C,. Cette C, 
étant rencontrée en A, et B, par les lignes de rappel de À, et B,, on réduira 
les ordonnées de À, et B, de quantités égales aux ordonnées de A’, et B}, ce 
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qui donnera les points x, et 5,. Les ordonnées de la courbe C,, prises à 
partir de la droite &,6,, feront connaître, sur les mêmes lignes de rappel, 
celles de la courbe C, cherchée, à porter à partir de OX ; et, de même, les 
ordonnées de toute tangente à C,, prises à partir de 4,8,, feront connaître 
celles de la tangente correspondante à C,, prises à partir de OX. 


Fig. 138. 


Bz 


0 æ à X 


Remarque. — Si nous désignons par y, et y, les fonctions que repré- 
sentent les courbes C, et C, (construites, bien entendu, avec les mêmes 
modules ps et p,), l'intégrale n°" de la zone comprise entre C, et Ci, qui 
est définie par 


j dx {: ER DU | dæ | (Fo — Volda, 
Va Car “a 


e. 


est, en vertu de ce qui précède, évidemment donnée par y, — y, (ou, si lon 
veut, par les ordonnées de C, prises à partir de C), à la condition qu'à 
chaque nouvelle intégration le point initial soit le même, c'est-à-dire que 
l'on fasse partir les intégrales C, et C du même point A,, C, et C, du 
même point À,, etc. 

En particulier, si l’on rapproche ceci de ce qui a été dit à la fin du 
numéro précédent, on voit, en prenant pour C, l’axe OX lui-même, que les 
valeurs de l'intégrale n°" de la zone comprise entre C, et l’axe des X sont 
données par les ordonnées de la courbe C, rapportées à la parabole I, 
osculatrice à C, en A„. Notamment, pour la première intégrale de la zone 
entre C, et OX, on a les ordonnées de C,, prises à partir de la parallèle II, 
à OX menée par A, ; pour la deuxième, celles de C,, prises à partir de la 
tangente IT, à cette courbe en A, ; pour la troisième, celles de C,, prises à 
partir de la parabole IT, osculatrice à C, en A,, etc. 
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Si l’on faisait coincider les divers points A,, As, A, ... avec l'origine, 
les lignes IT, IL, IE,, ... se confondraient toutes avec OX, ce qui serait 
une sensible simplification. On peut tout aussi bien d’ailleurs, pour rendre 
la figure plus claire, changer chaque fois d'origine, en la transportant suc- 


Fig. 139. 


> » 


> > 


cessivement aux points À,, Aa, As, ..., distincts les uns des autres, tout 
en conservant la direction de OX. 


167. Propriété fondamentale des courbes intégrales. — Cette propriété 
fondamentale est celle qui fait dépendre la direction de la tangente en un 


Fig. L 10. 


Po 


point quelconque M, d’une courbe intégrale C, de la position du point cor- 
respondant M, de la courbe Co. 


[l suffit, pour l’établir, de remarquer que la relation de définition peut 


D'OCAGNE. 12 
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s'écrire 

AV NT: 
et de traduire graphiquement cette relation au moyen de l'opération fonda- 
mentale définie au n° 161. Ayant donc marqué, sur la partie négative 
de OX, le pôle P, dont la distance &, à l’origine O est donnée par 


et reporté l'ordonnée HM, en Om, sur OY, nous voyons, par simple pas- 
sage à la limite, que la droite Pam, est parallèle à la tangente correspon- 
dante M, T, à la courbe intégrale C.. 

Le segment à, étant dit la distance polaire, où la base de l'intégration, 
P, le pôle de l'intégration, le résultat précédent peut s’énoncer ainsi : 


La tangente en tout point de la courbe intégrale C, est parallèle à la droite 
qui joint le pôle de l'intégration à la projection sur l'axe OY du point corres- 
pondant de la courbe intégrée Cy. 


La même propriété lierait évidemment les courbes C, ; et C,; seulement 
on aurait alors un autre pôle P, , défini par la distance polaire 8, ,; résul- 
tant de la relation 


L'application du théorème précédent permet d'effectuer aisément la 
vérification graphique de certaines particularités qu'offrent les courbes 
intégrales et qui traduisent diverses propositions d’analyse bien connues. 
Par exemple, lorsqu'on progresse dans le sens positif de OX, la courbe C, 
s'abaisse ou s'élève suivant que la partie correspondante de C, se trouve 
au-dessous ou au-dessus de OX, et, par suite, la tangente à C, est parallèle 
à OX pour les points de C, correspondant à des points N,. S, de C, situés 
sur OX ; la concavité de C, est tournée vers le haut ou vers le bas de OY 
suivant que l’ordonnée de C, croît ou décroit; à un point Q, de C, où la 
tangente à cette courbe est parallèle à OX, correspond, sur C,, un point 
d'inflexion Q,; si la courbe C, présente une discontinuité P,P sur une 
ligne de rappel, la courbe C, a un point anguleux P, sur cette ligne de 
rappel; si la tangente en un point R, de C, se confond avec la ligne de 
rappel de ce point, C, a, sur cette ligne de rappel, un point de rebrousse- 
ment R,, etc. 

On verra plus loin (n° 181) comment la propriété fondamentale ci-dessus 
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a fourni le principe d'un appareil permettant le tracé mécanique des 
courbes intégrales. 

Mais on n’a pas toujours un tel instrument sous la main. Or, par le seul 
usage de la règle et de l’équerre, on peut, avec une approximation large- 
ment suffisante pour les besoins de la pratique courante, arriver également 


à tracer les courbes intégrales. Tel est le but de l'intégration graphique 
dont les principes, établis il y a fort longtemps (mais non publiés sous 
forme imprimée) par l'ingénieur du Génie maritime français Rossin, ont 
été, de façon tout à fait indépendante, retrouvés depuis lors par le savant 
ingénieur belge Massau qui leur a, au reste, donné une large extension. 


5. — CONSTRUCTION GRAPHIQUE DES COURBES INTÉGRALES. 


165. Ordonnée moyenne d'un arc de courbe. Détermination approchée 
de l'intégrale correspondante. — Les unités de longueur étant prises res- 
pectivement égales à p. et à 2, pour les abscisses et pour les ordonnées de 
la courbe C,, le nombre qui donne l'aire comprise entre cette courbe, 
l'axe OX et les ordonnées des points A, et B, (lorsqu'on prend pour unité 
de surface le rectangle de côtés ys et p, ) est égal à la différence des ordon- 
nées des points A, et B, de la courbe C,, mesurées avec le module p, . 

Il en résulte que, si deux arcs de courbe A,B,, A,B;, compris entre les 
mèmes ordonnées, déterminent avec OX des aires équivalentes et que l’on 
fasse partir leurs intégrales d'un même point A,, ces intégrales aboutiront 
en un même point B, de l’ordonnée B,B:. 
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Cela posé, nous appellerons ordonnée moyenne de l'arc A,B,, et nous 
représenterons par Y la hauteur du rectangle AA, B B, de base AB, ayant 
une aire équivalente à celle qui est comprise entre l'axe OX, l'arc A, Bs et 
les lignes de rappel des extrémités de cet arc. En vertu de la remarque pré- 
cédente, les intégrales de l’arc A,B,, et de la droite A‘ B, si on les fait 


partir'du même point À,, de l ordonnée A, A, doivent aboutir en un même 
point B, de l’ordonnée BB. L'intégrale de la droite AB" n’est donc 
autre que la corde A, B, de l'intégrale de l'arc A,B,. Or, d’après la pro- 
priété fondamentale établie au numéro précédent, cette droite A,B, est 
parallèle à celle qui joint le pôle P, au point de rencontre a, de A‘ B, 
avec OY. 

De même, les tangentes en A, et B,, à l'arc d'intégrale, sont parallèles 
respectivement aux droites joignant le pôle P, aux projections a, et b, des 
points À, et B, sur OY. 

Lorsque la courbure de l'arc A,B, n'est pas trop a accusée, la connais- : 
sance de sa corde et des tangentes en ses extrémités suffit pratiquement à 
son tracé. 

On peut d’ailleurs vérifier, dans l'intervalle considéré, que la tangente à 
larc tracé a bien, en chaque point, la direction résultant de la propriété 
fondamentale. | 

Si, dans cet intervalle, larc d'intégrale a une courbure trop accusée 
pour que le tracé approché, étendu à toute sa longueur, inspire assez de 
confiance, on fractionne l'intervalle en d’autres plus petits pour lesquels la 
construction offre suffisamment de rigueur. 

Tout revient done à obtenir l'ordonnée moyenne d'un arc de courbe 
donné, cet arc étant, bien entendu, supposé de faible courbure, et cette 
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courbure variant de façon continue entre ses extrémités; on suppose, en 
outre, qu'aucune singularité n'existe dans l'intervalle. 

Tel est le principe de la méthode de Massau, qu'il convient de compléter 
par l'indication d’une construction approchée de l’ordonnée moyenne d’un 
arc À, B, quelconque (sous les réserves énoncées ci-dessus). 

Pour obtenir cette construction approchée, Massau a eu l’idée de subs- 
utuer à l'arc A, B, un autre arc tangent au premier en ses deux extrémités 
(ce qui, vu l’hypothèse sur la petitesse de la courbure, correspond à un 
faible écartement entre les deux arcs) et appartenant à une courbe pour 
laquelle la détermination de l’ordonnée moyenne soit simple. A priori, cette 
courbe doit être cherchée dans la catégorie des paraboles que nous avons 
précédemment appelées Il, (représentatives des polynomes entiers de 
degré n), la forme analytique de leur équation faisant prévoir une déter- 
mination simple. 

Or, larc à substituer à l'arc donné devant lui être tangent en ses exîré- 
mités, cela revient à dire que cet arc est déterminé par deux points et les 
tangentes en ces points, soit par quatre conditions simples; la parabole 
générale, qui se trouve entièrement définie par quatre conditions simples, 
est une parabole I,. Tel est, en effet, le choix auquel s’est.arrêté Massau 
pour l'application de sa méthode. Voyons donc comment peut être obtenue 
l’ordonnée moyenne d’un arc d’une telle courbe. 


Remarque. — La considération de l’ordonnée moyenne permet de cons- 
truire un arc d'intégrale si l’on se donne ses points extrêmes A, et B,. H 
suffit, en effet, le point a, étant connu, de mener par ce point, à A, B,, une 
parallèle qui coupe OX au pôle P, à adopter pour l'intégration. La lon- 
gueur OP, ou à,, étant ainsi déterminée, on en déduit le module js, avec 
lequel doivent être mesurées les ordonnées de la courbe intégrale par la for- 


mule fe, = Be, En pratique, on peut toujours tracer a priori une paral- 
0 


lèle A B, à OX fournissant approximativement l’ordonnée moyenne. On 
s’en sert, ainsi qu'il vient d’être dit, pour déterminer le pôle P, correspon- 
dant; comme, en général, la distance polaire &, ainsi obtenue ne sera pas 
un nombre rond, on adoptera le nombre rond le plus voisin et l’on. dépla- 
cera en conséquence le pôle P, sur OX. Dans ces conditions, la valeur de y. 
sera, elle aussi, un nombre simple et l'arc d’intégrale tracé aboutira en un 
point B, voisin de celui qu’on s'était d’abord donné arbitrairement en vue 
de rester dans les limites de la feuille dont on dispose. 
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169. Ordonnée moyenne d'un arc de parabole II,. — On peut toujours, 
pour simplifier le calcul, faire passer l'axe OY par le milieu M, de la 
corde A,B., et supposer que l’on prenne, sur l'axe OX, l'unité de longueur 


Fig. 143. 


A a B X 


égale à OB, en sorte que les abscisses des points A, et B, soient respeclive- 
ment — 1 et +1. Dans ces conditions, l'équation de la parabole Il, étant 


e a a E a, E a EE 


on trouve, parun calcul des plus faciles, que 


A, 


Yy Æ lo + i ; 
. 3) 


mais, si l'on remarque (en faisant successivement x = 0, T =— 1, V= 1) 
que 
OOGri 
A = ay — t HE G;. 
BB=t+a+ua + à: 
el, par suite, que 
OM = A+ ts, 


on voit immédiatement que (`) 


20C + OM, 
y = —— 3 


(ù) On remarquera que ce résultat n'est autre que l'extension aux paraboles Hg de la for- 
mule classique de Cotes dans le cas des paraboles 11,. Il est facile de généraliser ce résultat 
et de voir, de même, que la formule de Cotes, valable pour une parabole Mən (avec 2n + 1 
ordonnées équidistantes) l’est aussi pour une Il»»4, (alors que, dans ce dernier cas, la for- 
mule classique de Cotes utilise 2n + 2 ordonnées). De là cette conséquence : Étant pris, sur 
une In, 2n — 1 points dont les ordonnées sont équidistantes., si, par ces points. on fait 
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ce qui montre que si OÙ, est l’ordonnée moyenne , le point U, est le 
centre de gravité des points C, et M, respectivement affectés des points 2 
et 1, c'est-à-dire que 


N 


M,U,= M Gy 


| 


Nous appellerons U, le centre d'ordonnée moyenne de l'arc A,B,, et nous 
aurons dès lors cette première construction : le centre d’ordonnée moyenne 
est, sur la ligne de rappel médiane de l'arc, aux deux tiers du segment de 
cette ligne compris entre la corde et l'arc. 

On obtient encore une autre construction en calculant les ordonnées à 
l’origine des tangentes A, S, et B,T,, savoir 


OS, = ay — As +24, 


OT,=a a; 244, 


Si l’on appelle V, le milieu de S, T., on déduit de ces expressions que 


OV, = dj — aas 
+ | 124 [4 
d'où 1l résulte que 


OM, + OV, 
GE — RU) Le 


2 


Le point C, est donc le milieu de M, Vo; par suite, 


Le centre d'ordonnée moyenne est au tiers de la distance du milieu M, de 
la corde au milieu du segment déterminé, sur la ligne de rappel médiane, par 
les tangentes aux extrémités de l'arc A, Ba. 

Remarquons, en passant, que la relation trouvée, entre les points M,, 
Vo et C,, donne un moyen de vérifier que larc de courbe A, B, se confond 
de façon assez sensible avec un arc de I,. Si, en effet, le point C, de cet arc 
se trouve au milieu de M, V,, ledit arc non seulement se raccorde en ses 
extrémités avec larc de I, qu’on lui substitue, mais a encore en commun 
avec lui le point C,. 

Dans le cas des paraboles Il, les points S, et T, et, par suite, aussi Vo, 


passer une Iln, quelconque (celle-ci étant entièrement déterminée par une condition 
simple de plus), les aires comprises entre les deux paraboles dans les on intervalles de 
ces ordonnées, prises avec leur signe, ont une somme nulle. 

Pour établir les constructions ci-dessus qui lui sont dues, Massau était parti de la formule 
de Cotes à quatre ordonnées, correspondant au cas des lg. 
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coïncident entre eux; dans le cas des IT, (c’est-à-dire des droites), ils coin- 
cident, en outre, avec M,. 

Les lignes qu’on a le plus fréquemment à intégrer dans les applications 
sont formées de segments de droites, parfois de paraboles Il,. Dans ces 
deux cas, comme on voit, la construction s'applique rigoureusement. 


Remarque 1. — Puisqu’une parabole II, ne peut avoir, à distance finie, 
de tangente parallèle à OY, un arc A,B, ayant en une de ses extrémités 
une telle tangente ne saurait être assimilé à un arc de I,. Mais on peut, en 
revanche, l’assimiler à un arc de parabole du second degré ayant son 
sommet en B, et son axe parallèle à OX, à la condition de le limiter à une 
ordonnée I, A, telle que le point B, soit sensiblement au milieu de l'inter- 
valle entre I, et le point de rencontre T, de la tangente en A, avec la 
droite I,B,. 


Fig. r44. 


Appliquons au demi-segment parabolique A,1,B, la première formule 
ci-dessus: on voit que son aire est donnée par 


qu'on peut écrire 


l; B, >” 


Il en résulte que l’ordonnée moyenne de l'arc A, B, est celle du point J, 
situé aux deux tiers de l, A, à partir de I,. En ce cas donc, la construction es! 
tout à fait analogue à la première de celles ci-dessus énoncées, à cette diffé- 
rence près que les deux tiers de l'intervalle entre la corde et l'arc sont pris 
sur la ligne de rappel du point A, au lieu de l'être sur celle médiane de A,B,. 


Remarque lI. — Si U et V sont les centres d'ordonnée moyenne des 
deux arcs consécutifs AB et BC de la ligne totale ABC, il est facile d’en 
déduire le centre d’ordonnée moyenne W de celle-ci prise dans son entier. 
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En effet, toute droite menée par le centre d'ordonnée moyenne d’un arc 
quelconque limite entre les lignes de rappel des extrémités de cet arc, 
un trapèze de même aire que celle qui est limitée par l'arc lui-même. Si 
donc on tire la droite UV, elle détermine dans chaque intervalle de A à B 
et de B à C des trapèzes équivalents aux aires curvilignes limitées par les 
arcs AB et BC, et, par suite, dans l'intervalle de A à C un trapèze équi- 
valent à l'aire curviligne limitée par l'arc total AC. Il suffit donc de prendre 
l'intersection de cette droite UV avec la ligne de rappel médiane de 
larc AC pour avoir le centre d’ordonnée moyenne W de l'arc total AC. 

De proche en proche, cette construction permet évidemment d’obtenir le 
centre d'ordonnée moyenne d’un arc divisé en un nombre quelconque 
d’arcs partiels dont on connaît les centres d’ordonnée moyenne. 


170. Intégrale de la zone comprise entre deux courbes quelconques. — 
En vertu de la remarque qui termine le n° 166, l'intégrale de la zone com- 


Fig. 145. 


b X 


prise entre les courbes C, et C; est fournie par la courbe C, dont on regarde 
les ordonnées comme comptées à partir de la courbe C; . Il y aurait donc 
lieu, pour obtenir cette intégrale, de construire, par le procédé qui vient 
d’être indiqué, les intégrales C, et C. On va voir qùe l’on peut, au lieu de 
cela, se borner à construire une seule courbe F, dont les ordonnées, prises 
à partir de la parallèle 4,b, à OX menée par son point origine «,, font 
connaître les valeurs de l'intégrale de zone cherchée. 


D'OGACNE. 3 43 
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Supposons, en effet, que nous ayons d’abord construit la courbe F, dont 
les ordonnées, prises à partir de OX, soient égales à celles de C, prises à 
partir de C;. L'intégrale de la zone comprise entre F, et OX sera évidem- 
ment la même que celle de la zone comprise entre C, et C, et, par suite, 
si l, est l'intégrale de I, construite à partir d’un point «, quelconque, les 
ordonnées de cette courbe, prises à partir de la parallèle à OX, menée 
par 4,, font connaître les valeurs de l'intégrale de la zone comprise entre Co 
et C, limitée aux lignes de rappel correspondantes. 

Or il est clair que l’ordonnée moyenne de Parc &,85, de la courbe F, est 
égale à la différence des ordonnées moyennes des arcs correspondants A,B, 
et AB, des courbes C, et Ci. Si donc on projette parallèlement à OX les 
centres d’ordonnée moyenne U, et V, des arcs A,B, et 4,5, en uo ete, 
sur OV, et le centre d’ordonnée moyenne U‘, de A‘, B, en u, sur la ligne de 
rappel du pôle P,, on a Pou, = fo uo, et la figure Pou toV, est un parallélo- 
gramme. Il en résulte que P,v, est parallèle à uu, et, par suite, que l’on a 
la direction de la corde &,5, de la courbe F, cherchée en traçant simple- 
ment cette droite u, uo. Même remarque pour les tangentes en g, el 5,, res- 
pectivement parallèles aux droites qui joignent les projections 4; et b, de 
A‘ et B sur la ligne de rappel de P, aux projections a, et b, de A, et B, 
sur OY. 

De là, par suite, le moyen de déduire directement la courbe F, des 
courbes C, et C, sans avoir à tracer la courbe F, qui n'intervient là, comme 
on voit, que pour la démonstration. 


171. Intégrales diverses attachées à une courbe donnée. Longueur et 
moment d'arc. — Si y, est une fonction connue de x représentée par la 
courbe C., on peut, en chaque point de cette courbe, prendre la valeur 


d’une fonction telle que 

o y ei er, 

IAR Er rer er GERS LL 
et former l'intégrale 


“a = | f(x, Vos dyo, ERA 6 ) dx. 
1 ES QUE De. AE 


. 


Cette intégrale J, qui est dite attachée à la courbe C,, peut, bien entendu, 
elle aussi, s’'évaluer graphiquement lorsque, par une construction appropriée, 
on peut porter, sur la ligne de rappel du point M, de C,, correspondant à z, 


0 r ' » dy l? ‘0 \ 
un segment M, M’, représentatif de la valeur de (er D à AU Le 


0? dx* dx? 
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point M} engendrant alors une certaine courbe Ci, l'évaluation graphique 
de l'intégrale demandée revient à celle de la zone comprise entre les 
courbes C, et Ci, qui se peut effectuer par le procédé indiqué dans le numéro 
précédent. 

Soit, par exemple (en supposant, en ce cas, nécessairement, les modules p. 


et js, égaux entre eux), à déterminer la longueur de l'arc A,B, de la 
courbe C,. 


Fig. 146. 


On a, dans ce cas, pour la différentielle ds de l'arc, en appelant 0 l'angle 
de la tangente en M, avec OX, ou, ce qui revient au même, l'angle de la 
normale M, N, avec la ligne de rappel de M,, 


dx 


S es . 
cos ÿ 


Portons alors sur la normale le segment M,L, égal à une constante / 
quelconque et élevons en L, à cette normale la perpendiculaire L, M, qui 
coupe en M; la ligne de rappel de M.. 

Nous avons 


ds =a MM ae 


et, par suite, nous voyons que la longueur d'arc cherchée est égale au quotient 
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par lde l'intégrale de la zone comprise entre la courbe C, et la courbe C, 
engendrée par M, depuis la ligne de rappel du point A, jusqu'à celle du 
point B,. 

Supposons encore que l’on veuille le moment de l'arc A, B, par rapport à 
laxe OX (qui, multiplié par 27, ferait connaître l'aire éngendrée par cet 
arc en tournant autour de OX). Si dt est la différentielle à ce moment, 


on a 
MM, .dx 


a = NoMo.dæ. 


dM = y.ds = 
Si donc on reporte la longueur M,N, de la normale en M, M sur la ligne 


de rappel de M,, on a 
dM=MM,.dx, 


et, par suite, le moment M est donné par l'intégrale de la zone engendrée, 
de A, à B,, par le segment M; M, ('). 
Remarquons que, lorsque l’on connaît la longueur s de l'arc A, B, et son 


5 - A ALI 
moment A par rapport à OX, on a, par cela même, l’ordonnée rs du centre 


de gravité de larc A, B, rapporté à OX. 

D'autre part, puisque chaque bande infiniment petite parallèle à OY de 
l'aire A,B, B A, a même grandeur numérique que l'are infiniment petit 
correspondant de la courbe C,,ilest clair que le centre de gravité de l'arc A, B, 
et celui de l'aire A, B, B’ A’ sont sur une même ligne de rappel. Or nous 
allons apprendre, dans le numéro suivant (Remarque T), à déterminer la ligne 
de rappel du centre de gravité d’une telle aire. La détermination graphique 
da centre de gravité d’un arc de courbe quelconque se trouvera ainsi 
parachevée. 


Construction des tangentes aux courbes C, et C;.— A titre de complément, 
nous allons faire voir comment, si l’on connaît le centre de courbure m,, en 
chaque point M, de C,, on peut en déduire les tangentes M, T° et MT; aux 
points correspondants M; et M; des courbes C; et C} (?). 

Pour obtenir la première, nous appliquerons la méthode de Mannheim 


(1), La considération des zones dont l'intégration fait connaître la longueur de l'arc et son 
moment est due à M. l'inspecteur général des Ponts et Chaussées Collignon, ancien exami- 
nateur de sortie à l'École: voir l'ouvrage de cet auteur intitulé : Complément du Cours 
d'Analyse (Paris; Dunod, 1879), p. 17 et 24. 

(2) Les courbes Ch et Co sont donc des adjointes infinitésimales de la courbe Co (voir : 
1° édition, Appendice du Tome I, n° 1). 
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(n° 21) au triangle MM‘ Ls. Si la normale en M} à la courbe C’, coupe 
en m, la normale en M, à la courbe C,, sur laquelle le centre de courbure 
est m,, la formule (I bis), établie à cet endroit, nous donne successivement 


d(M,) : MT, d(M,)_ Min, d(Lo).. Log 
d(M,) MT, AL Em d(M,) Mim, 


car la courbe décrite par L,, parallèle à Co, puisque M, L, est constant, 
admet également m, pour centre de courbure. On déduit de là que 

Mers. Mom 

M, TM, 
ou 


MOTOS 


0 


M,ms Mime 


ce qui montre que 
NA Lie AG TNS 
! MT = MT mo: 


Or, le quadrilatère M, M m, T', est inscriptible, puisque m’, T', est vu de M, 
et de M, sous des angles droits. Donc, l'angle M Ti m, est égal à M Mom, 
c'est-à-dire à 0, ou, si la parallèle à OX, menée par le centre de courbure m,, 
coupe la tangente à C, en T,, à M, Tomo. Il en est donc de même de M, T) M, ; 
par suite, le triangle m, T, T’, est isoscéle, et, comme »1,M, est sa hauteur, 
le point T‘, est le symétrique de T , par rapport à M,. 

Passons à la seconde tangente. Nous avons, puisque M, M’ est de direction 
constante, 

AMIS MTS MT 
MM) MM" ~ M,N, 


D'autre part, la normale au lieu que décrit N,, c'est-à-dire la perpen- 
diculaire élevée en N, à OX, coupant en n, la normale à l'enveloppe deM, N,, 
c’est-à-dire la perpendiculaire élevée en m, à M, N,, nous avons, en vertu de 
la formule (TI bis) du n° 22, 

d(M) i Momo. 
AMEN TUE, 


Il en résulte que 
MT, Mon, 
MN, mn 


ce qui montre que 


DE ASS 
ME Ne mon. 


Et comme les côtés M, Ti et m,M, de ces angles sont perpendiculaires 
entre eux, il en est de même des côtés N, T’ et n,M,; autrement dit, le 
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point T\ est à la rencontre de la tangente MT, et de la perpendiculaire abaissée 
de N, sur Mn. 

Ces deux constructions de tangentes font voir qu'aux points de C,, où la 
tangente est parallèle à OX, correspondent, sur C; et C’, des points où la 
tangente a aussi cette direction. 


b. — USAGE DES QUADRATURES GRAPHIQUES EN STATIQUE GRAPHIQUE. 


172. Détermination des moments des divers ordres et du centre de 
gravité d'une aire plane. — Considérons une aire limitée à deux courbes C,, 
C,,, entre les lignes de rappel A, A; et B, B}. 

Par définition, si « et æ sont les nombres qui expriment les abscisses des 
lignes de rappel A, A", et B,B;, £ celui qui exprime l’abscisse d’une ligne de 
rappel variable entre A, A; et B,B, y, celui qui exprime le segment de 


Fig. 147. 


a £ ò d 


cette ligne de rappel compris entre les courbes C, et C}, le moment d'ordre n, 
M,, de l'aire A, A° BB, par rapport à l'axe B, B; est 


(1) m= [ Plt — EE)" dE. 
dd: : 


Par application de la règle connue de la différentiation des intégrales 


WAMAN Feu oran nl 
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définies ('), on a immédiatement 


di, 
dx 


Et 
= Yan (æ — 23) Van di == D 1 | 2 MER 
œ 


ur! Mie, 
Man de = — ; 
A r 
d’où, de proche en proche, 


i m e Mn 
(2) d de f ch: J. M, de = —;——': 
9 È H ACTE DR 


Or, pour n = o, l'égalité (1) montre que AN, représente l'aire A, A; B, Bo. 
D'ailleurs, si l’on construit les intégrales A,B, et A; B, à partir du même 
point initial A,, le segment BB, (mesuré avec le module pa, ) fait connaître 
la valeur numérique de cette même aire., On a donc | 


el, par suite, 


M—=Y, 


si l’on représente, d’une manière générale, par Y, le segment compris, sur 
la ligne de rappel B,B;,, entre les points B, et B’, où la rencontrent les courbes 
intégrales C, et Cr, issues d’un même point A,. Intégrant, dès lors, n fois 
de x à x et tenant compte de l'égalité (2), on trouve 

M, 


— A 
= Wiet 


ou 
Mint... 


1 


Ainsi le segment B,,,B,.,, mesuré avec le module p,„,,, fait connaître, 


lorsqu'on le multiplie par n!, la valeur du moment 9R,. Il donne donc 


directement cette valeur lorsqu'on le mesure avec le module ee. 


(1) Cette règle tient dans la formule suivante : 


Si \ 
8 
raf J (E, ayd, 
x 
on a 4 
dI A d3 da [> L 
— =f(5, x) —f LV + LUE œde, 
dx fi P3 CA lyr gei EY T } dx F2 T2 2) D) AE 
da 


Ici, Ta f( 8, x) sont nuls, et la formule se réduit à son dernier terme. 
T 
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En particulier, les segments B’, B, et B’ B;, mesurés respectivement avec 
be A 
les modules y, et = + font connaître les nombres mesurant le moment 


statique et le moment d'inertie de l’aire A, A'B’, B, par rapport à l'axe B, B;. 

Si, maintenant, on veut avoir ces moments par rapport à une ligne de 
rappel autre que celle qui limite l’aire, celle du point d par exemple, il n’y 
a qu’à appliquer le résultat précédent en supposant laire A, A, B, Bo pro- 
longée, entre les lignes de rappel des points b et d, par une bande d’épaisseur 
nulle, accolée à OX. 

Les deux lignes qui comprennent l'aire totale ainsi définie sont A, Bob d 
et A, B°,b d dont les intégrales se composent des mêmes arcs A , B, et A, B que 
précédemment, prolongés par les parallèles B,D, et BD à OX, ce qui 
donne bien, pour cette aire totale, la même valeur D‘ D, = B, B, (mesurée 
avec w; ) que pour A, A; B, Bo. 

Si nous intégrons une seconde fois, les intégrales des parallèles B,D, 
et B, D à OX sont des droites inclinées qui, en vertu de ce que l’on a vu 
au n° 165 (in ‘fine), sont tangentes respectivement en B, et en B, aux 
courbes A, B, et A, B,, et, si ces lignes coupent la ligne de rappel de denD, 
et en D, le segment DD, (mesuré avec s) fait connaître la valeur du 
moment statique de l'aire A, A, B; B, par rapport à l'axe dD,. 

De même encore, les intégrales des droites B,D, et B,D, seraient les 
paraboles IT, osculatrices respectivement en B, et B aux courbes A, B, 
et A,B,et, si ces lignes coupaient la ee de rappel de d en D, et 
en D, le segment D', D, ( mesuré avec = — ) ferait connaître la valeur du 
moment d'inertie de l'aire A, A‘ BB, par rapport à laxe dD,. Mais il 
ne serait même pas nécessaire de tracer les arcs des paraboles B,D, et 
B' D‘, pour obtenir les points D, et D’. En effet, les segments de droite B, D, 
et B,D, ayant pour centres d'ordonnée moyenne leurs milieux respectifs, la 
construction du n° 168 permet, en ce cas, d'obtenir rigoureusement la direc- 
tion des cordes B, D, etB° D, qui déterminent les points D, et D}. 


Remarque 1. — Puisque le moment statique de l'aire A, À, B‘, B, est donné, 
quelle que soit la ligne de rappel «D, B,, par le segment D, D, de cette ligne 
de rappel, compris entre les tangentes en B, et B, aux courbes intégrales 
A,B, et A,B°, ce moment sera nul lorsque cette ligne de rappel passera 
par le point de rencontre T, de ces tangentes, ce qui signifie que le centre de 
gravité de laire A, A' B' B, se trouve sur cette ligne de rappel tT,. Ce remar- 
quable théorème, retrouvé par Massau, semble avoir été donné pour la pre- 
mière fois par Rossin. 
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On pourrait, en intervertissant le rôle des axes OX et OY, obtenir ainsi 
une seconde droite contenant ce centre de gravité et, par suite, déter- 
miner entièrement le centre de gravité G lui-même. 

Il arrivera d’ailleurs que l’on connaîtra un second lieu de G, soit en raison 
d’une circonstance comme celle que nous avons rencontrée à la fin du n° 171, 
soit parce que l'aire donnée offrira un axe de symétrie non parallèle aux 


lignes de rappel. 


Remarque II. — On pourra, comme on l’a vu au n° 170, obtenir l’inté- 
grale Y, au moyen d’une seule courbe A, B, rapportée à la parallèle A, B° à 
OX menée par A,. En ce cas, la ligne A,B° sera la tangente en A, à la 
courbe A,B, et la droite B,D, se confondra avec son prolongement. On 
pourra donc dire alors que le moment statique de l'aire A, A BB., par 
rapport à une ligne de rappel quelconque, est donné par le segment de cette 
ligne de rappel compris entre les tangentes en A, et en B, à la courbe A, Ba, 
et que le centre de gravité de cette aire se trouve sur la ligne de rappel du 
point de rencontre de ces tangentes. 


Remarque III. — Nous n'avons, dans ce qui précède, considéré que des 
intégrales de zone, c’est-à-dire que, partant de la zone A,B,B; A, nous 
avons, pour obtenir les moments des divers ordres qui s’y rapportent, donné, 
à chaque nouvelle quadrature graphique, même origine aux deux courbes 
intégrales tracées. Sans cette précaution, nous n'aurions obtenu, par la 
méthode ci-dessus, d'une manière générale, le moment M, qu'à un polynome 
du degré n en æ près, d’après ce qui a été vu au n° 166. En particulier, si, 
au lieu de prendre la zone ci-dessus, nous considérons celle a A, Bb comprise 
entre OX et la courbe A, Bs, nous voyons que l’ordonnée bB, fait connaître 
son aire à une constante près (ordonnée de A), ordonnée b B, son moment 
par rapport à la ligne de rappel sur laquelle elle est comptée, à une fonction 
linéaire de æ près, etc. 


173. Construction des lignes d'efforts tranchants et de moments 
fléchissants d'une poutre chargée. — Le simple rapprochement des 
formules (1) et (2), qui terminent le n° 158, et de la dernière remarque 
ci-dessus suffit à établir que la ligne des efforts tranchants et la ligne des 
moments fléchissants d’une poutre soumise à une charge coutinue sont 
respectivement des courbes intégrales premièfe et seconde de la ligne de 
charge. 
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Il faut de plus que la seconde intégrale passe par A et B,ce qui détermine 
entièrement la solution. i 

Soit A, B, la ligne de charge (c) de la poutre AB ('). 

A yant fait choix des modules p, (pour les longueurs comptées suivant AB), 
We (pour les coordonnées de la ligne de charge), pa; (pour les efforts tran- 
chants), m (pour les moments fléchissants), on commence par marquer 
sur le prolongement de AB les pôles P, et P, dont les distances 3, et à, à A 
sont données (n° 467) par 
LS LR 
w) Wm 


La condition imposée à la seconde ligne intégrale, qui constitue la 
ligne (m), de passer par A et B équivaut à la condition pour la première 
ligne intégrale, qui constitue la ligne (t), d’avoir son centre d’ordonnée 
moyenne sur AB. Ayant donc déterminé le centre d’ordonnée moyenne U! 
de l’arc A‘ B; de l'intégrale première de A, B, issue d’un point quelconque A’ 
de OY (en se bornant ici à la construction qui repose sur l'emploi des 
tangentes AS et B; T, aux extrémités), il suffit de donner à toute cette 
intégrale première une translation mesurée par la distance U‘, M de ce centre 
d’ordonnée moyenne à la droite AB; autrement dit, de prendre pour point 
de départ de cette intégrale première le point A, tel que A A, = UM, 
pour avoir en À, B, la ligne (4). Celle-ci intégrée à son tour à partir de A 
donne la ligne (m). 

La figure indique les principales lignes de construction, les pôles étant P, 
pour la première intégrale, P, pour la seconde. Le centre d’ordonnée 
moyenne U, est obtenu, sur la ligne de rappel médiane, comme étant au tiers 
de la flèche de l'arc A, Bo, à partir de la corde A, B,, et le centre d’ordonnée 
moyenne U‘, sur la même ligne de rappel, aux deux tiers de l'intervalle 
compris entre la corde AB et le milieu du segment ST, limité aux tan- 
gentes AS: et BT'. 

Si l'intégration graphique de l’arc A,B, exigeait un fractionnement de cet 
arc, le centre d’ordonnée moyenne de l'arc total se déduirait des centres 
d'ordonnée moyenne des arcs partiels comme il a été indiqué dans la 
Remarque IT du n° 169. 

Lorsque (ce qui est presque toujours le cas dans les applications) la ligne 
de charge A,B, est symétrique par rapport à la verticale du milieu M de AB, 


(1) En pratique, cette ligne se composera, le plus souvent, de plusieurs segments de droite 
successifs; les tracés, dans cette hypothèse, n’en seront que plus précis. 
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4 
son intégrale première est symétrique par rapport à son point de ren- 
contre avec cette verticale médiane. En ce cas, la ligne des efforts tran- 
chants passe par M et est symétrique par rapport à ce point; par suite, 


sans construction préliminaire, on a les extrémités À, et B, de cette ligne, 
en menant simplement par M une parallèle à Pous. 


c. — INTÉGRATION GRAPHIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE. | 


174. Définition des courbes isoclines. — Toute équation différentielle du 
premier ordre 


supposée telle qu’à l’intérieur d’un certain domaine elle fasse correspondre 


ZY, fait, 
en somme, correspondre à chaque point du plan (x, y) une direction à 
laquelle la courbe représentative d'une intégrale passant en ce point doit 
être tangente, et qu'on peut appeler la direction associée à ce point. Pour 


avoir une intégrale de l'équation donnée, il suffira donc de tracer dans le 


à chaque couple de valeurs de x et y une valeur bien déterminée de 


WwW.rcin.org.pl 


348 DEUXIÈME PARTIE, — GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 
plan une ligne telle qu'en chacun de ses points sa tangente ait la direction 
associée correspondante. 

Pour définir les directions associées aux divers points du plan, on peut 
considérer les lignes imaginées par Massau, et dites par lui ésoclines, pour 
tous les points de chacune desquelles la direction associée est la même. 

L'équation de l’isocline correspondant au coefficient angulaire k s'obtient 
immédiatement par substitution de # à zi dans l'équation précédente, ce 
qui donne 

E2 tr, Rio: 


Pour définir la correspondance entre les isoclines et les directions associées, 
Massau se contentait de mener par un point du plan des parallèles aux 


Fig. 149. 


p 


diverses directions k, et d'affecter d’un même numéro de repère chaque 
isocline et la droite de direction associée. Mais on peut aussi (ce qui a l'avan- 
tage de permettre les interpolations) procéder comme suit : prenons, sur la 
partie négative de Ox, le pôle P à une distance de O égale à lunité de 
longueur sur Ox, et, sur l’axe Oy, des points #,, ka, ks, ... dont les 
ordonnées, mesurées avec l'unité de longueur sur Oy, soient égales aux 
valeurs correspondantes de k. Le lieu des points de rencontre K; des paral- 
lèles à Ox menées par ces points k; avec les isoclines correspondantes est 
une ligne A qu’on peut appeler la directrice de l'intégration et dont l’équa- 
tion, résultat de l'élimination de # entre y = k et F(x, y, k)= 0, s'écrit 


immédiatement 
| F(z, y, y) =0. 
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Dès lors, une intégrale M, M, M, ... est une ligne telle que ses tangentes 
aux points M,, Ma, M,, ... où elle coupe les divers isoclines sont respecti- 
vement parallèles aux droites joignant le pôle P aux projections k,, ka, 
ks, ..., sur Oy, des points K,, K., K,, ... où ces isoclines coupent la 
directrice A. 

Si l'équation donnée est de la forme. 


ARE os 
Je JE); 


les isoclines f(x) — k sont des lignes de rappel et la directrice A est la 
courbe y = f(x). On retrouve bien ainsi la propriété fondamentale des 
intégrales dans le cas où l'intégration se réduit à une quadrature (n° 167). 


175. Tracé approché des intégrales. — Si l’on a, à l’intérieur d'un 
domaine donné, figuré un nombre suffisant d’isochines laissant entre elles des 


Fig. 150. 


intervalles assez petits, on peut tracer, à partir d’un point donné, une ligne 
coupant chacune des diverses isoclines qu’elle rencontre suivant la direction 
qui lui est associée par l’intermédiaire de la directrice; on obtient ainsi 
approximativement une intégrale de l'équation donnée. Si les arcs compris 
dans chaque intervalle de deux isoclines consécutives sont assez petits, on 
peut les assimiler à des arcs de parabole IT, et, dans ce cas, la construction 
peut être précisée de la manière suivante : soit A,B, larc, issu de A,, 
d’une Il,, coupant les isoclines consécutives AA, et BB,, respectivement 
suivant les directions des droites Pa et Pb; puisque A, B, est un arc de IL, 
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le point de rencontre T, de ses tangentes, en A, et B,, est également 
distant des lignes de rappel de ces points. Dès lors, si l’on mène une parallèle 
quelconque B; T’ àB, T,, il en est de même de T; par rapport aux lignes de 
rappel de A, et B. De là la construction annoncée : ayant pris sur la tan- 
gente en À ,, parallèle à Pa, un point T, quelconque, on mène par ce point 
une parallèle à Pb dont on prend le point de rencontre:B, avec la ligne de 
rappel symétrique de celle du point A, par rapport au point T‘; la 
droite A,B coupe l'isocline du point B en B,, seconde extrémité de 
Parc A, B, cherché, où la tangente est parallèle à Pb. 

En vue de corriger ce premier tracé de façon à se rapprocher davantage 
de la forme exacte de l'intégrale, M. Runge a proposé un procédé qui peut 
être regardé comme la traduction graphique de la méthode d'approximations 
successives bien connue de M. Émile Picard ('). 


(1) Voir 1re édition, t. II, p.228. 
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a. — PRINCIPES GÉOMÉTRIQUES ET CINÉMATIQUES 
SUR LESQUELS REPOSE CE MODE DE CALCUL. 


176. Définition générale des aires. — Une courbe fermée qu'un mobile 
peut parcourir entièrement dans un sens déterminé, en ne passant qu’une 
fois par chacun de ses points simples, est ce qu'on appelle un contour. 

En chaque point d’un tel contour, on distingue un côté droit et un côté 
gauche qui seraient respectivement à droite et à gauche d’un observateur 
placé debout sur le plan où figure le tracé et avançant dans le sens adopté 
pour le contour ; suivant qu'un point franchissant le contour passe de la 
droite à la gauche, ou de la gauche à la droite, on dit qu’il effectue une tra- 
versée directe D ou rétrograde R. 


Si le contour ne se recoupe-pas lui-même, ildivisele plan en deux régions, 


lune intérieure de dimension finie, l’autre extérieure, infinie. Le contour est 
dit direct (cas de la figure 151) ou rétrograde suivant que la région exté- 
rieure est située à sa droite ou à sa gauche. 


(1) Ce mode de calcul ne doit pas être confondu avec celui, purement mécanique, dont 
les principes ont été établis dans leur plus grande généralité par le savant ingénieur espagnol 


Torres Quevedo en un important mémoire paru en 1901, dans le Recueil des Savants étran- 1. 
gers de l’Institut de France (t. XXXII). qC S. 
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Si le contour se recoupe, auquel cas on dit qu'il est croisé, il détermine, 
outre une région extérieure, plusieurs régions intérieures. On définit les 
coef ficients aréolaires de ces diverses régions de la façon suivante : le coef fi- 
cient aréolaire de la région extérieure étant pris égal à zéro, la variation de ce 
coef ficient lorsqu'on passe d’une région partielle à une autre région partielle 
qui lui est contiguë est égale à une unité prise avec le signe + ou avec le signe — 
suivant que ce passage s'effectue par une traversée directe ou rétrograde du 
contour. 

Les deux exemples figurés, où le sens du contour est indiqué par une 
flèche, répétée pour chacun des arcs partiels, montrent quelles sont les 
valeurs des coefficients aréolaires relatifs à ces régions. 


Fig. 152. 


ET: 


On vérifie que ces divers coefficients sont bien indépendants de l’ordre 
dans lequel on les obtient (') et que, de plus, ils changent tous de signe en 
conservant la même valeur absolue, lorsqu'on renverse le sens du contour. 

Cela posé, rappelons que laire comprise à l’intérieur d’un contour C non 
croisé est donnée, avec son signe (+ ou — suivant que le contour est direct 


ou rétrograde), par l'intégrale curviligne | À dw étendue à tout ce contour, 
c 


ọ et œ étant des coordonnées polaires rapportées à un pôle et à un axe quel- 
conques du plan du contour, à la condition que les’ angles soient toujours 


(1) On va d’ailleurs trouver, à la fin de ce numéro, une vérification de l'unicité de ce sys- 
tème de coefficients pour un contour donné. 
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comptés positivement dans le sens direct et négativement dans le sens rétro- 
grade ('). | 

Or, suivant que le contour est direct ou rétrograde, on vérifie immédia- 
tement que le coefficient aréolaire de la région qu'il limite est + 1 ou — 1. 

On peut donc dire que la valeur de l'intégrale cureiligne sus-définie est égale 
à la valeur absolue de l'aire de la région limitée par le contour multipliée par 
son coefficient aréolatre. 

Ce résultat peut être généralisé ainsi : Si &,, Qs, &,, ... sont les vaieurs 
absolues des aires des diverses régions partielles déterminées par un contour C 
quelconque, &,, 4», #,, ... les coefficients aréolaires respectifs de ces régions, 


3 r y À) e À r ` LA ` 
la valeur de l'intégrale curviligne f e. dw, étendue à tout ce contour, est égale à 
MESE 


A À + A Elo + A As + ..., 


C'est, par définition, cette somme que l’on appelle l'aire totale du contour. 

Pour établir cette proposition, il suffit, au reste, de faire la remarque sui- 
vante : Soient P et P’ deux points situés sur une même semi-droite issue de 
l'origine O, et séparés par un seul point M appartenant au contour. Lorsque, 
au cours de l'intégration, l'extrémité du vecteur, qui décrit le contour, 
passe par un quelconque des autres points du contoursitués sur la droite OM 
indéfiniment prolongée, les éléments d’aire infiniment petits qui environnent 
les points P et P’ s'ajoutent ou se retranchent simultanément de l'intégrale ; 
mais, lorsque l'extrémité de ce vecteur passe au point M lui-même, lélé- 
ment en P s'ajoute ou se retranche à l'exclusion de celui en P’ suivant que, 


(1) Il est, au reste, très facile de vérifier que la valeur de cette intégrale curviligne est 
indépendante et de la direction de laxe polaire et de la position du pôle dans le plan, comme 
on péut s’en assurer en faisant varier séparément l’un et l’autre de ces éléments, La variation 
du premier seul revient à ajouter à w une certaine constante, ce qui fait que dw ne change 
pas. Celle du second a un effet qui s’évalue plus aisément par le passage aux coordonnées 


cartésiennes; on sait, en effet, que l'on a 


| Edo= [56e dy —y de) 


Lorsqu'on change x et y respectivement en x + a et y + b, à l'intégrale du second membre 


s'ajoute la différence 
> fay — f ds 
? Je 


Je 
dont les deux termes sont nuls puisque, le contour d'intégration étant fermé, la valeur initiale 
et la valeur finale est la même pour y aussi bien que pour x. 


SIT 


D'OCAGNE. 
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lorsque le vecteur passe dans cette position, il tourne dans le sens direct 
(ainsi que l'indique la flèche sur la figure) ou dans le sens rétrograde, ce qui 
a lieu selon que la traversée de P en P’ est, au contraire, rétrograde cu 
directe. Si donc l'élément en P entre n fois dans l'intégrale, l'élément en P’ 
n' fois, on a n' =n Æ 1 (suivant que la traversée est directe ou rétrograde). 

Mais si, d'autre part, les coefficients aréolaires des aires auxquelles appar- 


Fig. 153. 


tiennent respectivement P et P’ sont x et x, on a aussi, sous la même con- 
dition, 
Rss, 


Comme, en outre, dans la région extérieure, on a à la fois n — 0 et à =0, 
on voit, de proche en proche, que n = à pour tout point d’une région quel- 
conque du plan, et cela établit la proposition. 

L'expression de l'intégrale au moyen des aires &,, Q, &;, ... étant 
nécessairement unique, il en résulte bien, comme on l’a annoncé plus haut, 
que le système des valeurs des coefficients est aussi unique, c’est-à-dire 
indépendant de l’ordre dans lequel on les obtient. 


177. Détermination d'une aire par balayage. — Supposons qu'un arc 
fini de courbe quelconque varie de façon continue, depuis une certaine posi- 
tion initiale A,B, jusqu'à une position finale A, B,, alors que ses extrémités 
décrivent d'autres courbes quelconques A, A, et B,B, sans points à l'infini. 
Ces quatre arcs de courbe constituent un certain contour C auquel nous 
pouvons attribuer un sens, par exemple celui indiqué par les flèches; l'aire 
de ce contour, qu'il soit croisé ou non, est alors bien déterminée d’après 
ce qui précède. 

Si nous considérons une position intermédiaire telle que AB, nous pou- 
vons fractionner l'aire totale en deux autres correspondant respectivement 
aux contours A, AAB, et AA,B,B, car, lorsque nous ajouterons les inté- 
grales curvilignes de définition, prises le long de ces contours, les portions 
relatives aux parcours AB et BA s’annulant de l’une à l’autre, l'intégrale 
restante sera celle du contour total, proposition évidente dans le cas de la 
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figure, mais qui ne le serait pas pour des arcs se recoupant eux-mêmes de 
façon quelconque. 

On déduit immédiatement de là, que, si l’on considère l'aire élémentaire 
du contour ABB'A' formé par deux positions infiniment voisines de l’arc AB, 
l'aire totale peut étre regardée comme l'intégrale de ces aires élémentaires. 


Fig. 154. 


B B’ 
PE RE 


Cette aire totale est alors dite laire balayée par l'arc AB entre les deux 
positions considérées. i 

Si les positions initiale et finale sont coïncidentes, les extrémités A et B 
de l’arc variable décrivent certains contours (A) et (B) dont les aires sont 
Aet B, ces aires étant supposées prises avec leur signe, et laire totale se 
réduit alors à la somme algébrique & + &. 

Si la suite continue des positions d’une des extrémités, B par exemple, se 
réduit à un arc limité d’une courbe (B), tandis que le point A parcourt tout 
le contour (A), l'arc (B) peut être envisagé comme la limite d’un contour 
infiniment aplati, d'aire nulle, par conséquent, et, dans ce cas, l'aire balayée 
par l'arc AB se réduit à celle du contour (A). 


178. Balayage par un segment de droite. — (Considérons le cas où larc 
AB, supposé jusqu'ici quelconque, prend en particulier la forme d’un seg- 
ment de droite de longueur constante /, et voyons comment on peut, dans 
ce cas, évaluer l’aire balayée. 

Soient AB et A'D’ deux positions infiniment voisines du segment de droite 
considéré, faisant entre elles l'angle d0, C et C'les positions correspondantes 
d'un point marqué sur ce segment, respectivement aux distances a et b des 
points À et B. Appelons ds l'arc infiniment petit de la trajectoire du point C 
entre les deux positions envisagées, à langle de cette trajectoire avec CA; 
on voit immédiatement que l'aire élémentaire do balayée par AB peut, à 
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des infiniment petits du deuxième ordre près, être remplacée par la somme 
du parallélogramme ABB, A, et du trapèze isoscèle A, B, B'A’, ce qui donne 


dr AB E D A OOW, — C'B, Nao 
ou 


(1) - ds = l sina ds + = (a? — b?)d9. 


Si nous supposons que le segment AB revienne, au bout de l'intégration, 


/ 


dans sa position primitive, l’angle 0 que AB fait avec Ox part d’une 
certaine valeur pour revenir à la même valeur, et, par suite, l'intégrale du 


Fig. 156. 


second terme est nulle; on a donc, par application de ce qui a été vu au 
numéro précédent, en appelant & et @ les aires des contours décrits par les 
extrémités À et B dusegment mobile, et en étendant l'intégrale à toute la 
trajectoire décrite par le point C, 


(2) a B=! | sinads 
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et, lorsque le mouvement du point B se réduit à un mouvement de va-et- 
vient sur un arc limité de courbe (B), dite alors directrice de l'intégration, 


(2 bis) a Le {fine ds 


Pour l'enregistrement mécanique de la valeur de cette intégrale on a 
recours à une propriété de la roulette. Supposons qu’une roulette biseautée 
s'appuie sur un plan rugueux auquel son axe reste parallèle. Elle possède 
un plan de symétrie, perpendiculaire à ce plan d’appui, et que nous appelle- 
rons le plan de la roulette. La trace du plan de la roulette sur le plan d'appui 
sera dite simplement la trace de la roulétte. Dans le mouvement relatif de la 
roulette par rapport au plan d'appui, son point de contact décrit sur ce plan 
une certaine ligne que, pour simplifier le langage, nous appellerons la tra- 
jectoire de la roulette et qui est, comme on voit, identique à la trajectoire 
relative du centre de la roulette par rapport au plan, dont elle constitue, au 
reste, la projection orthogonale sur ce plan. 

Enfin, lorsque la roulette et le plan d'appui sont en mouvement relatif, la 
roulette peut accomplir autour de son axe une certaine rotation (évaluée en 
angle) qui fait décrire, à chaque point de la circonférence de cette roulette, 
un même arc dont la longueur est appelée le déroulement correspondant de 
la roulette. 

Cela posé on peut, dans le mouvement de la roulette, par rapport au plan, 
envisager à part les cas particuliers suivants : 


1° Un pivotement autour de la normale au plan d'appui menée par le 
point de contact, pour lequel le déroulement est nul ; 

2° Une translation dans le sens de l’axe de la roulette, pour laquelle le 
déroulement est encore nul; 

3° Une translation suivant la trace de la roulette, pour laquelle (à suppo- 
ser le plan d'appui assez rugueux pour qu'il n’y ait point de glissement) le 
déroulement est égal à la longueur de la trajectoire rectiligne parcourue ; 

4° Une translation suivant une droite faisant un angle quelconque avec la 
trace de la roulette, auquel cas on vérifie que le déroulement est égal à la 
projection de la trajectoire rectiligne parcourue sur la direction fixe de la 
trace de la roulette, c’est-à-dire qu'il est le même que si, pour passer de la 
position initiale R à la position finale R’, on avait donné successivement à 
la roulette une translation RR, dans la direction de sa trace suivie d’une 
translation R, R’ dans la direction de son axe. Par suite, si æ est langle que 
l'axe de la roulette fait avec la direction RR’ de la translation considérée, 
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le déroulement est donné par 
RR, = RR sina. 


Dans ces conditions, il est facile d'évaluer le déroulement de la roulette 
lorsqu'on lui fait parcourir une trajectoire quelconque par rapport au plan 


d'appui, l'angle « que fait son axe avec cette trajectoire variant, lui aussi, 
d’une façon quelconque. Chaque déplacement élémentaire de la roulette 
peut être décomposé en : 1° une translation RR’ de longueur ds pourlaquelle, 
d’après ce qui vient d’être vu, le déroulement est égal à ds. sina; 2° un pivo- 
tement autour de la normale en R’ au plan d'appui pour lequel le déroule- 
ment est nul. Le déroulement correspondant à l'arc ds de la trajectoire est 
donc égal, en tout, à sinxds,et, par suite, le déroulement total, à l'intégrale 


curviligne f sin ads prise tout le long de la trajectoire. 


b. — INTÉGROMÈTRES (: 


179. Planimètres à roulette. — D'une manière générale, un intégromètre 
est un appareil enregistreur qui, lorsque l’on suit, au moyen d’un traçoir 
relié à cet appareil, un contour tracé sur un plan, ou même sur une autre 
surface, fait connaître la valeur d’une intégrale définie attachée à ce contour. 

Les plus simples sont ceux qui font connaître l'aire d’un tel contour, sui- 
vant la définition générale du n° 176, on les appelle des planimètres. 

Le plus ancien et le plus classique est celui d'Amsler. 


(1) Nous nous bornerons ici à de rapides indications sur quelques-uns des principaux types 
d'intégrateurs. Pour les détails pratiques relatifs à ces appareils, de même que pour la des- 
cription de ceux que nous n'envisageons pas ici, on se reportera aux ouvrages spéciaux 
comme le Calcul mécanique de M. l'ingénieur général Jacob, de l’Artillerie navale (qui fait 
partie de l'Encyclopédie scientifique). 
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Il se compose d’une tige AB qui se déplace en restant parallèle au plan, 
supposé horizontal, sur lequel on opère, et qui repose sur ce plan, en son 
extrémité À, par un traçoir au moyen duquel on peut suivre le contour (A) 
dessiné sur le plan, et en un autre de ses points C, marqué sur AB, par 
l'intermédiaire d’une roulette dont l'axe, invariablement fixé, dans une 
situation parallèle à AB, se projette horizontalement suivant cette droite 


, Fig. 198. 


(A) 


même. En outre, la tige AB est articulée en B avec une autre ligne OB 
mobile autour d’un axe vertical projeté en O et matérialisé sous formed’une 
aiguille qu’on enfonce légèrement dans le plan d'appui. 

On suppose d’ailleurs les choses disposées de telle sorte que, lorsqu'on 
fait parcourir au traçoir le contour A tout entier, le point B ne se meuve 
que sur un arc limité du cercle de rayon OB. 

Dans ces conditions, si x est l'angle que fait à chaque instant l'axe de la 
roulette, confondu avec AB, avec la tangente à la trajectoire du point C, 
on voit, d’après ce qui a été dit au n°178, que l'aire A du contour (A) est 
égale au produit de la longueur l de la tige AB: par le déroulement A de la 
roulette. 

Ce déroulement A est donné par un petit compteur de tours adapté à la 
roulette et (pour les fractions de tours) par un tambour divisé accolé à la 
roulette même, Un vernier, fixé au support, contre lequel tourne le bord de 
ce tambour, permet même d'apprécier le dixième des plus petites divi- 
sions du tambour. 

La surface & étant proportionnelle à A, il suffit de connaître le déroule- 
ment A, correspondant à l'unité de surface, le centimètre carré par exemple. 


ne | 5": ; } 
Le rapport ș fait alorsconnaitre & en centimètres carrés. Il suffit d’ailleurs 
if 


d'établir la chiffraison du compteur de manière que A, = 1, pour que l’on 
ait À =A. 
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On voit que le rattachement, par une manivelle, du point B au point fixe O 
n’a d'autre but que d’astreindre ce point B à rester sur un même arc de 
courbe lorsque le point A parcourt tout le contour de l'aire à évaluer; théo- 
riquement, d’après ce qui a été vu au n°177, cette courbe, au lieu d’être un 
cercle, pourrait être quelconque. En pratique, on peut encore adopter, pour 
cette ligne, une droite que l’on astreint le point B à décrire en le rendant 
solidaire d’un chariot disposé de façon à ne pouvoir se déplacer que paral- 
lèlement à cette droite (B). Nous reviendrons ci-après (n° 180) sur cette 
disposition. 

Auparavant, nous donnerons une indication sur un genre de planimètre 
dans lequel la roulette enregistreuse est remplacée par une simple coulisse. | 
Si l’on se reporte à la formule (1) du n° 178 on voit que sin æ ds représente, 
dans le déplacement élémentaire de la tige AB, la composante normale 
à AB du déplacement du point C; supposons dès lors que le point C 


Fig. 159. 


coulisse le long d’une barre DE maintenue normalement à AB et 
n'éprouvant aucune translation dans le sens de sa longueur; le dépla- 
cement total du point C le long de cette barre, lu au moyen d’une 


graduation ad hoc, fera alors connaître [sin 4 ds et, par suite, &, en vertu 


de la formule (2 bis) du n° 178. Pour réaliser pratiquement un tel dis- 
positif, il suffit de fixer en C, à la tige AB, un manchon dont l'axe soit 
exactement perpendiculaire à AB et qui glisse à frottement doux le long 
d’une tige DE reposant sur le plan par l'intermédiaire de deux galets fous 
dans lesquels elle peut tourner librement. 

On obtient ainsi le planimètre de Petersen qui peut être regardé comme 
la limite théorique de celui d’Amsler lorsque, dans ce dernier, on fait croître 
indéfiniment le rayon, d’ailleurs quelconque, dela roulette enregistreuse ('). 


(1) Un planimètre donnant des résultats seulement approchés, mais d’une extrême simpli- 
cité, est constitué par la hachette de Prytz (1'e édition, t. IE, p. 242). 
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180. Intégromètres des moments. — Il existe des intégromètres permet- 
tant d'obtenir non seulement les aires limitées par certains contours, mais 
encore les moments des divers ordres de ces aires par rapport à un axe 


déterminé. Pour en établir la théorie aussi simplement que possible, nous 


commencerons par reprendre, sous une forme spéciale, celle du planimètre 
à roulette, dans le cas où la ligne directrice est une droite. 

L’aire à évaluer à l’intérieur du contour (A) peut, lorsqu'on néglige des 
infiniment petits du second ordre, être décomposée en une infinité de rec- 
tangles infiniment petits par des parallèles à la directrice ( B) prise pour 
axe Ox. On voit ainsi que l'aire & est donnée par la limite de l'intégrale 
curviligne prise le long des gradins tels que AA” A’. 


Fig. 160. 


Considérons le gradin opposé A‘ A" A,, à l’autre extrémité du mème rec- 
tangle infiniment petit. L'élément d’intégrale sin &. ds, pour le point C 
(choisi de façon quelconque mais fixe sur AB), est ainsi remplacé par deux 
éléments analogues, l’un correspondant au passage de la position AB à la 
position A” B”, égal, si l’on appelle w l’angle que AB fait avec Ox, à sin w dx, 
l’autre correspondant au passage de la position A”B” à la position A'B': 
mais il est clair que celui-ci est exactement détruit par l’élément analogue, 
évidemment égal et de signe contraire, qui correspond au passage de la 
position A‘ B‘ à la position A‘ Bi. Finalement, on a donc pour l'intégrale 
curviligne prise le long du contour à échelons infiniment petits, qui se 
confond à la limite avec celle prise le long du contour ( A ), la valeur 


; 4 a 
sinodi = L PA Eh 
l ji 
(A) (A) 


Et comme, d’ailleurs, cette intégrale est égale au déroulement A de la 


D'OCAGNE. 46 
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roulette fixée en C normalement à AB, ona 
(1 ) ATLAS 


C'est le résultat déjà obtenu au n° 179. Mais cette dernière facon de léta- 
blir conduit immédiatement à la généralisation suivante : supposons qu'au 
lieu d’une roulette dont l'axe coïncide avec AB, nous ayons en C une rou- 
lette dont l’axe fasse avec Ox un angle ©’ qui soit une fonction bien déter- 
minée de w, de telle sorte que, pour une même valeur de w, w’ reprenne 
aussi la même valeur. On voit, dans ces conditions, comme ci-dessus, que 
si x' est langle que l'axe de la roulette fait avec l'élément CC’ ou ds, 


l'intégrale f sin’ dx, étendue à tout le contour (A), est égale à l’inté- 
(A) 


grale f sin dx, étendue au même contour. Or, la première est égale au 
(A) 


déroulement A’ de la roulette dans sa nouvelle position, et l’on a encore 


| sin o’/dzx — A. 
e 


(A 


Cela posé, admettons que la relation établie entre w’ et w soit 


T 
= 2 Wm 
2 


- Dans ces conditions, comme l’on a 


sino = — L+ 2S51N%0), 


il vient (attendu que l'intégrale | dx prise, aller et retour, sur un segment 
J] t | ? 


/ 


quelconque de Ov, est nulle) 


a 
Sp Ve 
sinw de —9 | ‘= dx. 
E 
JIA; 


«ay 


Appelant A, le déroulement enregistré dans ce cas pour la roulette, et 
remarquant que le moment statique 9, de l'aire considérée par rapport 
à Oæ est donné par 


on voit que l'égalité précédente peut s'écrire 
Aire 
A, — À? i t 
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d’où 
l'A 
(2) M = ——: 
i] 
Si maintenant on fait 
LA Meme À À 
on a 
sinw = 3sin 6 — {Ssin*6, 
donc 


* » 
f sino'de=3 f sin w d£ — f sinto dx, < 
(A) (A) A) 


ou, si A, est, cette fois, le déroulement de la roulette (A étant toujours celui 
qui a été enregistré pour la première opération), 


BEN E, h T da. 
V (A) 


r, le moment d'inertie M, de l'aire considérée par r rtàOxe 
Or, l td tie AN, de l'aire consid I apport à Ox est 
donné par 


M= f — dæ. 


On tire donc de l'égalité précédente 


(3) m= E (3A — A). ' 


Dans l’intégromètre de Marcel Deprez, disposé en vue d'obtenir &, M, 
et M, par les formules (1), (2) et (3), le point B est relié par une tige 
rigide BD à un chariot D porté par deux roulettes dont les traces se con- 
fondent avec une même perpendiculaire à BD. Il suffit, dès lors, d'appuyer 
ces roulettes contre le bord O'x’ d’une règle parallèle à Ox, à une distance 
de cet axe égale à BD, pour que le point B parcoure cet axe. Quant au 
dispositif permettant de donner à l'axe de la roulette l’inclinaison voulue 
sur Ov, voici en quoi il consiste : l'étrier qui porte l'axe de la roulette peut 
d’abord, au moyen d’une vis V, être rendu solidaire de AB, dans une 
position parallèle à AB auquel cas l'axe de la roulette est, en projection 
horizontale, confondu avec AB, et le déroulement enregistré est celui que 
nous avons appelé ci-dessus A. 

D'autre part, l'axe de l'étrier, projeté en C, porte deux roues R‘ et R; 
engrenant respectivement avec les roues R, et R, montées librement sur 
l’axe de rotation B et pouvant séparément être rendues solidaires de BD, au 
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moyen de vis V, et V,. Lorsque l’une des roues, R, ou R,, est ainsi solida- 
risée avec BD, la roue correspondante, R ou R, devient planétaire 
(n° 121) et comme, par construction, le rayon de R, est égal à celui deR,, 
et le rayon de R, double de celui de R; ('), la rotation imprimée à l’axe de 
l’étrier, est, dans un cas, double, dans l’autre, triple de la rotation 
imprimée à BC. Dès lors, si, pour la position de BC confondue avec Ox, la 


Fig. 16r. 


position initiale de l'étrier, est, dans un cas, normale à celle-ci, et, dans 
l’autre, de même direction, l'angle de l'étrier, et, par suite, de l’axe de la 
roulette avec Ov, a, à chaque instant, l’inclinaison voulue sur Ox pour 
que le déroulement enregistré soit A,, dans un cas, et A,, dans l’autre. Il 


suffit pour cela de donner, sur le plan des roues R, et R,, une position 


voulue à l’écrou dans lequel doit s'engager soit la vis V,, soit la vis V». 

Suivant donc que c’est une des vis V, V, ou V, qui esten prise, à l’exclu- 
sion des deux autres, le déroulement enregistré est le A, le A, ou le A, qui 
entrent dans les formules (1), (2) ou (3). 


Remarque. — M serait facile de généraliser ce qui précède en remarquant, 
d'une part que l’on a 


1 


è T . si 
sin | 2kw— —}——1+ 3 a;sin*o, 
2 


= 1 


r 
sin(2k + 1)o = $ b;sin2 #16, 


11 


(1) Si l’on désigne les rayons des diverses roues par les mêmes notations que ces roues 
elles-mêmes, on voit immédiatement que 
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les a; et b; étant des coefficients numériques de valeur connue, et, d’autre 
part, que, d’une manière générale, 


AENA ý” n 
| sinžode — + dr = i K j ARE 
Y (A) “ (A) 
M,-, étant le moment d'ordre n— 1, pris par rapport à Ox, de l'aire 
limitée par le contour (A); mais une telle généralisation serait pratique- 
ment sans intérêt ('). 


c. — INTÉGRAPHES (°). 


181. Principe des intégraphes cartésiens. Intégraphe des quadratures. 
— Un intégraphe est un appareil qui permet le tracé continu des courbes 
intégrales fournies soit par de simples quadratures, soit par l'intégration 
d'équations différentielles de types divers. Ils sont dits cartésiens ou polaires 
suivant que les variables intervenant dans l'intégration sont regardées 
comme des coordonnées cartésiennes ou polaires. Ici, comme dans le cas 
de l'intégration purement graphique, il convient de mettre en évidence 
les modules au moyen desquels se mesurent les différentes espèces de 
coordonnées. 

Un intégraphe cartésien se compose essentiellement d’un cadre rigide 
A,B,B,A,, dont les côtés sont parallèles respectivement aux axes OX et 
OY et qui, grâce à un système de galets ayant leurs axes perpendiculaires 
à OX, ne peut se déplacer que parallélement à cet axe. Sur les côtés A, B, 
et A, B, de ce cadre peuvent glisser des chariots de centres M, et Ms. L'un 
d'eux, dit différentiel, porte un traçoir, projeté en M,, au moyen duquel on 
peut suivre une ligne C, tracée sur le plan du dessin, l’autre, dit intégra- 
teur, porte une roulette R, appuyée contre le même plan, dont l'axe HI est 
porté par un étrier qui peut lui-même pivoter autour de l'axe projeté en M,, 
en sorte que la trace de la roulette peut prendre une direction quelconque 


(1( Comme exemple d’intégromètre plus compliqué, voir la théorie de l’analyseur har- 
monique d'Henrici dans la première édition (t, I. p. 248), 

(?) Les notions qui suivent sont inspirées de l'opuscule du professeur Ernest Pascal, de 
l'Université de Naples : 7 miei integrafi per equazioni differenziali (Naples, 1914). Dans 
ce travail, le savant professeur fait connaître non seulement le type ici envisagé à la suite de 
celui d’Abdank-Abakanowicz, mais encore nombre d’autres types, non moins intéressants, 
applicables à d’autres formes d'équations différentielles, au sujet desquels il fournit de nom- 
breux détails pratiques que nous ne saurions aborder ici. II convient toutefois de rappeler 
que le premier en date de tous les intégraphes connus est celui qui a été inventé dès 1836 
par Coriolis (depuis lors Directeur des Etudes à l'École Polytechnique), et dont la des- 
cription se trouve dans le Tome I du Journal de Mathématiques de Liouville. 
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par rapport à la règle A, B, ; l'axe M, peut lui-même coulisser tout le long 
du côté A, B, du cadre. 

Dans ces conditions, lorsque la roulette est suffisamment pressée contre 
le plan d'appui, lui-même assez rugueux, tout déplacement élémentaire de 
la roulette se fait dans la direction de sa trace (') et, par suite, si cette 


Fig. 162. 


A, Ao 


direction change à chaque instant, la trajectoire de la roulette est, en 
chacun de ses points, tangente à la direction correspondante. 


Pour que l’on ait y, =j dx, il suffit, d’après ce qui a été vu au 


n° 167, si PP, =ò (donné par ù — te), que la roulette soit maintenue, à 


chaque instant, parallèle à la droite PM,. Pour cela, le point P lié au cadre 
A,B, B, A,, mobile le long de Ox, coulisse dans une barre pivotant autour 
du point M,, et l'axe IH de la roulette est, grâce à un parallélogramme 
articulé, maintenu parallèle à une barre JK perpendiculaire à un petit 
chariot mobile le long de PM,. Tel est le principe de l’intégraphe d’Abdank. 

Il convient de noter que les points correspondants M, et M, ne sont pas 
ici sur une même ligne de rappel, mais sur deux lignes de rappel séparées 
par un intervalle constant P, P,. Ily a lieu, bien entendu, de tenir compte 
de ce décalage dans la lecture du graphique (°). 


(1) Il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que le frottement soit assez grand pour annuler la 
composante, normale à la trace de la roulette, de l'effort exercé, parallèlement au plan 
d'appui, sur l’axe de l’étrier qui porte cette roulette. 

(2) En réalité même, le point de contact de la roulette sur le papier ne laissant pas de 
trace, on lie au point M, la pointe d'un crayon pàr l'intermédiaire d’un bras parallèle à OX. 
C'est entre cette pointe et la règle A, Bo, que parcourt le traçoir Mo, qu'il convient de compter 
le décalage pour établir la correspondance entre points des courbes C, et C}. 
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Mais le principe de cet intégraphe peut être grandement généralisé. 
Si, en effet, la direction de la roulette dépend, grâce à une certaine 
liaison cinématique, de la position des points M, et M, respectivement sur 
A,B, et sur A, B,, on voit que l’on aura 


F étant une fonction qui dépend du mode de liaison considéré, et, par suite, 
que la courbe C, sera une intégrale de l'équation différentielle ci-dessus, 
intégrale déterminée par la position de son point initial. 

M. Ernest Pascal a fondé sur ce principe la construction d'intégraphes 
applicables aux différents types usuels d'équations différentielles, dont 
plusieurs sont décrits dans la première édition (n° 256 à 259). L'un d'eux, 
mème (n°257), donne une solution graphomécanique complète du problème 
général de la balistique. 


182. Intégraphes polaires. Application au calcul des intégrales elliptiques. 
— M. Pascal a concu d’autres intégraphes, dits polaires, parce qu'ils sont 
fondés sur la considération des coordonnées polaires, de même que les pré- 
cédents le sont sur celle des coordonnées cartésiennes. 

Réduit à ses parties essentielles, un tel intégraphe se compose de deux 
règles OA, et OA, faisant entre elles un angle constant « et dont l’ensemble 
peut tourner autour du point O. Le long de ces règles peuvent glisser deux 
points M, et M, auxquels sont liés respectivement un traçoir, au moyen 
duquel on peut suivre une courbe C, dessinée sur le plan, et une roulette R 
dont le point de contact avec le plan décrit une courbe C, tangente en 
chacun de ses points à la trace correspondante de cette roulette ('). 

Si ọ est l’angle que cette trace fait avec le rayon vecteur OM, =ọ,, et 
si w est l'angle que le rayon vecteur OM, = 2, fait avec Ox, on a 


et, par suite, s'il existe une certaine liaison cinématique entre la direction 
de la roulette R et la position du point M,, on voit que les éléments de la 


(1) lei encore le point de contact de la roulette ne laissant pas de trace sur le plan, on 
licra au point M, un tracoir se déplaçant sur un rayon faisant avec OA, un angle constant et 
restant constamment à la même distance que M, du centre O. 
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figure satisfont à chaque instant à une relation de la forme 


:[ P1 do 73 
F ( do, 1 m)=0. 


et, conséquemment, que la courbe C,, lorsque la courbe C, est donnée, 
constitue une représentation en coordonnées polaires d’une intégrale de 
cette équation différentielle. 

Bornons-nous au cas où la liaison cinématique est la suivante : l'angle z 
étant droit, la roulette R fait un angle droit avec la droite M, M, pivotant 
autour de M, et le long de laquelle M, peut coulisser comme le long 
de OA. 

Dans cette hypothèse, M, M, se confond avec la normale à la courbe (M,) 
dont OM, est la semi-normale polaire, et l’on a 


do, 


do) 


= Po: 


Supposons que, lorsque w varie de o à =, le point M, décrive l'arc M; M” 
de la courbe C,. Plaçons, à l’origine du mouvement, le point M, en M, à 
l'extrémité de la course qu'il peut effectuer sur la règle OA,, alors en coïn- 


Fig. 103, 
M; 


cidence avec OY. Le point M, décrit, à partir de là, l'arc MM de la 
courbe C, partout normale à la position correspondante de M,M,, et, si 
l’on envisage une position quelconque du point M, sur cette courbe, on a 


f: p do =— (OM, — OM, )=— M,A, =A, M.. 


Il suffit donc de mesurer, avec le module adopté à la fois pour les rayons 
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vecteurs £, et 5,, le segment A, M, pour avoir la valeur de l'intégrale du 
premier membre. 

Si l’on prend 


I 


00 Cr <2 Eh 


«ob yi — Å? sin? w 


` . . ' n I 

la courbe C, est une ellipse dont les demi-axes sont OM, = 1, OM, = T= 
METIR 

et l'intégrale correspondante est l'intégrale elliptique de première espèce de 


module k. 
Si l’on prend 


Po yi — ksin? o, 


la courbe C, est l'inverse de l’ellipse précédente par rapport au cercle de 
centre O et de rayon 1, et l'intégrale correspondante est l'intégrale ellip- 
tique de seconde espèce de module k. 


D'OCAGNE. 


ES 
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a. -— SYSTÈMES D'ÉLÉMENTS GÉOMÉTRIQUES COTÉS. 


183. Définitions. — Si des éléments géométriques, points ou lignes, 
considérés sur un plan, dépendent d’un paramètre variable z, ils forment 
un système simplement infini, ou système æ', que l’on peut définir graphi- 
quement en marquant sur le plan un certain nombre de ces éléments, cor- 
respondant à une suite discontinue de valeurs de z, mais suffisamment rap- 
prochés pour que l’on puisse insérer mentalement entre eux, à un certain 
degré d’approximation, ceux qui correspondent aux valeurs intermédiaires 
de 3; c’est là ce qu'on appelle pratiquer une interpolation à vue. Les élé- 
ments effectivement tracés, à côté de chacun desquels est inscrite la valeur 
correspondante de 3, constituent un système coté en 3. 

En général, les valeurs de z ainsi retenues sont prises en progression 
arithmétique, la raison de cette progression étant dite l'échelon du sys- 
tème (°). 

[l va sans dire que l’interpolation à vué est, à la fois, plus facile et plus 
précise lorsqu'il ne s’agit que d’un système non de lignes mais de points 
cotés. Cette remarque nous conduira par la suite à recourir de préférence, 
chaque fois que ce sera possible, à de tels systèmes de points plutôt qu'à 


(1) On trouvera un exposé détaillé des principes et des applications de cette doctrine, 
envisagée dans la plus grande généralité, dans les ouvrages publiés sous les titres : 

Traité de Nomographie ( Gauthier-Villars, 1809; 2° édition, 1921). 

Calcul graphique et Nomographie (Doin, 1908; 3° édition, 1924). 

Esquisse d'ensemble de la Nomographie (Gauthier-Villars, 1925). 

Dans les renvois de la suite, ces ouvrages seront désignés respectivement par T. N., C. G, 
N. et E. N. 

(2) Par suite du resserrement plus ou moins grand de ces éléments dans'les diverses par- 
ties du système, on peut être amené à prendre des échelons différents dans plusieurs inter- 
valles successifs; on dit que, sur l'élément séparatif de deux de ces intervalles, il y a 
césure. De telles césures se rencontrent sur les échelles logarithmiques des règles à caleul 
ordinaires. 
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des systèmes de lignes, celles-ci fussent-elles même droites, sans compter 
que l’emploi exclusif de points offre des avantages évidents sous le rapport 
de la simplicité et de la rapidité de la construction; la détermination gra- 
phique d’une ligne exige, en effet, la construction d’un nombre plus ou 
moins grand de points, à tout le moins de deux quand il s’agit de droites; 
on a donc alors à construire effectivement plusieurs points, au lieu d’un 
seul, pour chaque valeur de 3. 


184. Échelles fonctionnelles. — Les systèmes cotés les plus simples sont 
ceux que constituent des points en ligne droite et que l’on nomme des 
échelles fonctionnelles. Une telle échelle, portée sur l'axe O xw, qui en est dit 
le support, se définit par la formule 


BUTS), 


u étant ce qu'on appelle le module, exprimé au moyen d’une certaine unité 
métrique, le millimètre par exemple ("). 

Les échelles les plus usuelles sont celles qui correspondent aux fonc- 
tions 3, logs, 3°, sinz, tangz, et, plus particulièrement les deux premières, 
dites respectivement métrique et logarithmique (*). De telles échelles portées 
sur le bord d’une règle servant à leur report constituent ce qu’on appelle 
des étalons de graduation. 

Lorsqu'on possède une échelle de f(z), les échelles transformées ration- 
nellement de celle-ci, c’est-à-dire s'appliquant à toute fraction rationnelle 
en f(z), s’en peuvent déduire par des constructions géométriques simples. 
En particulier, l’échelle de la fonction 


mf(z)+n 


(a) - 
pÎ\z)+9gq 


(avec mg — np Fi à À | 

s'obtient par simple projection centrale de celle de f(z). Aussi léchelle 
de F(3) ainsi obtenue est-elle dite projective de celle de. f(z). Cette pro- 
priété de la projectivité résulte du fait, immédiatement vérifiable, que, 
si l’on considère, sur les échelles de /(z) et de F(z), les points corres- 
pondant aux quatre mêmes valeurs de z, ces deux groupes de quatre 
points ont même rapport anharmonique. 


(1) Pour le détail de la construction d’une échelle fonctionnelle, en vue d'atteindre à un 
certain degré d’approximation, voir T. N., n° 2. 

(2) L'échelle logarithmique, premier exemple d'échelle fonctionnelle, a été imaginée par 
Gunter en 1624. 
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Il s'ensuit que si trois couples de points, de même cote d'une échelle à 
l’autre, sont placés sur des droites concourant en un même point S, tous 
les couples de points correspondants sont alignés sur S. 

Pour appliquer cette remarque, il suffit, ayant déterminé directement 
trois points cotés a, b, c de l'échelle de F(=), de porter l'échelle de /(z) 
sur un autre axe, de façon à faire coïncider, d’un axe à l’autre, des points 


Fig. 164. 


de même cote, a par exemple; si les droites joignant respectivement les 
points de cote b et les points de cote c se coupent en S, la projection de 
l'échelle de f(z), faite à partir de S, donne l'échelle de F(3). 


185. Systèmes de points cotés plus généraux. Emploi des coordonnées 
parallèles. — Le système de points cotés en z le plus général sera défini 
par l’ensemble de deux équations telles que 


PRET; DL o E CLEE A rA aa I 
mises le plus souvent sous la forme 
Dec TEINA e a 


le support de ce système ayant pour équation celle qui résulte de l’élimina- 
tion de z entre les deux précédentes. Si, d’ailleurs, les fonctions f et g sont 
des fractions rationnelles du premier degré en 4(2), ayant même dénomi- 
nateur, le résultat de cette élimination est du premier degré en x et y; 
autrement dit, le support de l’échelle est une droite sur laquelle l'échelle 
obtenue est elle-même projective de celle de A(z) et peut, par suite, être 
construite ainsi qu'il vient d’être dit. 

Il peut être avantageux, en certains cas, de définir de tels systèmes de 
points cotés au moyen non pas de leurs coordonnées cartésiennes œ et y, 
mais de leur équation en coordonnées tangentielles u et  dualistiques, 
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c'est-à-dire avec lesquelles tout point ait une équation du premier degré 
uf(s) + vg(5) + k(z) = 0. 


Les classiques coordonnées pluckériennes satisfont à cette condition, 
mais elles offrent, lorsqu'il s'agit de les faire intervenir effectivement dans 
une construction graphique, l'inconvénient grave de représenter non pas 
des segments de droite, mais des inverses de tels segments, Ce qui est prati- 
quement une CARPE NN considérable. La question se posait donc 
d'obtenir des coordonnées tangentielles dualistiques constituées directement 
par des segments de droite, question qui s’est trouvée résolue par l'emploi: 
des coordonnées parallèles (n° 12): 

Rapppelons-en la définition : 


Au et Be étant deux axes parallèles, de même sens, dont A et B sont les 
origines, les coordonnées de toute droite MN coupant les axes en M et N 
sont les segments AM = u et BN =v, pris avec leur signe. 


Fig. 165 
w y w v 
Au 

sh TR 


A ces axes parallèles nous lierons defacon permanente les axes cartésiens 
ainsi définis : origine O au milieu de AB; axe Ox confondu avec la 
droite AB, avec sens positif de O vers B; axe O y parallèle aux axes Au 
et Be avec même sens positif que ceux-ci. Nous conviendrons, en outre, de 
représenter toujours la longueur AB par 22 

Dans un tel système, toute équation du premier degré 


(1) au+be+c—=o 


représente un point. Si, en effet, nous supposons les points M et N respec- 
tivement affectés des poids a et b, nous voyons que les coordonnées x et y 
du centre de gravité P de ces points sont données, si l’on prend les moments 
successivement par rapport à Ox et O y, par 


( (a+ b)æ—=0(b — a), 


i ATEA a E 
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2) 
ce qui montre que ce point P est fixe; par suite, l'équation (1) définit çe 
point dans ce système de coordonnées u et v. 

La construction du point P ainsi défini peut s'effectuer de diverses 
manières 


1° Deux couples de valeurs de u el ¢ satisfaisant à(1)donnent, par report 
direct des segments u et ¢ sur les axes, deux droites MN qui se coupent 
en P: 

2° Un couple de valeurs de u et satisfaisant à (1) donne une droite MN 
sur laquelle P est déterminé par la condition d’être le centre de gravité des 
poids a et b appliqués en A et B, ce qui montre que ce point divise MN 
dans le rapport 
| 
(3) Ai FE 2 
ou encore, que la distance x de ce point P au point de rencontre de MN et 
de Oy est donnée par la première formule (2) ci-dessus, où les segments x 
et 2 sont comptés celte fois sur MN au lieu de AB, où, par suite, ò repré- 
sente la moitié de MN: 

3° Enfin, si l’on préfère en revenir aux coordonnées cartésiennes, celles 
de P, rapporté aux axes Ox et Oy ci-dessus définis, sont données par les 
formules (2). 


Remarque. — Si a et b s'annulent, mais non c, on voit que l'équation (1) 
ne peut être satisfaite que par des couples de valeurs infinies, pour u et v, 
ce qui implique que le point P est à l'infini dans la direction des axes A u 
et Be. Au reste, les formules (2) montrent bien qu'alors x est indéterminé 
el y infini. b 


186. Systèmes algébriques de points cotés. Gas des degrés un et deux. 
— Un système algébrique de degré m de points cotés en z est celui dont 
l'équation en coordonnées parallèles peut s'écrire 


Ua V an EN gr, OX E Y =D, 


U, V, W, ..., X, Y étant des polynomes du premier degré en u et v, et il 
est clair que le support de cette échelle est une courbe du m®™ ordre 
puisque, à tout couple de valeurs de u et v, correspondent m valeurs de z, 
et, par suite, que sur toute droite du plan se trouvent m points du système. 
Si z, représente une valeur particulière de 3, le point coté z, aura pour 
équation 
Uzr Va E War. +'XGSY 0: 
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Les u et ¢ des droites unissant ce point coté z, à l'un quelconque des 
points 3 satisfaisant à la fois à chacune des équations précédentes satisfera 
encore à celle que l’on obtient en les retranchant, qui, après suppression 
du facteur z — z, peut se mettre sous la forme 


Uja” lie Vys” Re AE X,3 + Les Oo 


Uss Vos... Xo, Yo étant de nouveaux polynomes du premier degré en u 
ete, dont les coefficients sont des polynomes en 3,. 

Cela montre que le faisceau projetant un système de degré m à partir de 
l’un quelconque de ses points est également projetant d'un système de degré 
m — 1, théorème qui permet (et d’une infinité de façons) d'obtenir tout sys- 
tème de degré m par rencontre des rayons correspondants de deux fais- 
ceaux projetant des systèmes de degré m—1. De proche en proche, ce 
théorème ramène donc la construction de tout système algébrique, de 
degré quelconque, à une suite de projections dont les premières ne portent 
que sur des systèmes du premier degré, et comme ceux-ci, ainsi qu'on 
vient déjà de le voir, sont projectifs d’échelles métriques, ce sera donc, à 
partir de telles échelles, par une construction ne comportant que l'emploi 
de droites, que l’on parviendra à un système algébrique de points de degré 
quelconque. 

Dans le cas du premier degré, l'équation du système étant écrite 

Us + V=o, 


on voit que l’on a tout simplement une échelle projective d'échelle métrique 
portée par la droite qui joint les points U et V, d'équations respectives 
U =o et V = o, points qui correspondent aux valeurs + et o de la cote z. 
Il suffit dès lors, pour construire projectivement l'échelle, comme il a été 
dit au n° 184, d'en déterminer un troisième point, par exemple, celui de 
cote 1, dont l'équation est U + V = o. Remarquons d’ailleurs qu'un seul 
couple de valeurs de u et ¢ satisfaisant à cette équation, qui fournira une 
droite passant par ce point, suffira à sa détermination — ou encore, une 
seule de ses coordonnées x ou y — puisque ce point doit déjà se trouver 
sur la droite UV. 

Si nous passons maintenant au système du deuxième degré le plus 
général, dont l'équation s'écrit 


Uz?+ Vz + W —0, 


nous voyons qu'il a pour support une conique dont nous connaissons immé- 
diatement les deux points U(z = æ) et W(z:—o). 
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Remarquons que nous pouvons immédiatement déterminer la tangente 
en chaque point de cette conique. En effet, les u et ¢ de la tangente au point 
coté z satisfont à la fois à l'équation précédente et à sa dérivée par rapport 
à z : 

slis + V —o, 
donc aussi à 
Vs+2W—o. 


La première de ces équations montre que la tangente au point 3 —0, 
c'est-à-dire en W, passe par le point V = 0, et la seconde que la tangente 
au point z —%, c'est-à-dire en U, passe par le même point V. Autrement : 
dit, les tangentes en U et W au support se coupent en V, ce qui résulte 
également de l'équation en # et de ce support 


VI GUW = 0. 


L'application du théorème général ci-dessus montre que l’on construira 
ce système du deuxième degré au moyen de deux faisceaux projetants 
d'échelles métriques ayant chacun pour centre un point du système. Pour 
qu'un tel faisceau soit déterminé, il faut en connaître trois rayons, par 
suite, trois points du système, construits directement. Nous en connaissons 
déjà deux, savoir les points U et W; il suffit donc d'en construire un troi- 
sième, par exemple le point de cote 1, dont l'équation est 


U+ V + W =. 


Chaque faisceau détachera une échelle métrique sur toute droite paral- 
lèle à son rayon coté æ, qui, pour le point U pris comme centre de projec- 
tion se confond avec la tangente UV en ce point au support conique de 
l'échelle du second degré. 


I87. Systèmes de lignes cotées. — Quand un système de lignes cotées 
est défini par une équation telle que 


FABIM, 2) 0) 


on peut construire individuellement chacune de ces lignes, par les procédés 
habituels de la géométrie analytique, en attribuant successivement à 3 les 
diverses valeurs retenues pour la cotation; mais il est généralement plus 
expédient de déterminer en bloc tous les points de rencontre de ces lignes 
avec une série de droites qui leur soient transverses, points qui constituent 
sur ces droites certaines échelles, et de réunir ensuite par un trait continu 
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r oy, 
tous les points de même cote appartenant à ces diverses échelles. On ren- 
contre souvent ainsi de sensibles simplifications. 

Si, par exemple, l'équation du système est de la forme 


y=: f(x) + glz), 


on voit que, sur chaque parallèle à O y, les diverses lignes cotées z déter- 
minent une échelle métrique. Il suffit, par conséquent, sur chacune de ces 
droites, de déterminer les points correspondant à deux valeurs particulières 
de z, par exemple o et 1, pour avoir immédiatement tous les autres points 
cotés z. On dit, en ce cas, que les lignes z sont métriquement espacées dans 
le sens de O y. 

Un autre cas où il est évidemment avantageux d'appliquer le procédé des 
échelles transverses est celui où les lignes z sont des droites, puisque alors 
deux telles échelles suffisent à déterminer à la fois toutes ces droites. 


188. Systèmes d'éléments doublement cotés. Éléments condensés. 
Points à deux cotes. — Il est bien clair a priori qu'on ne saurait, en général, 
figurer de façon permanente sur un plan un système dépendant de deux 
paramètres 3,, 3,, ou système æ° de lignes. En effet, pour chaque valeur 
attribuée à l’un de ces paramètres, 3, par exemple, on a un système %' 
en z,, et la coexistence de ces systèmes &' sur un même graphique est 
matériellement irréalisable. La seule exception possible correspond au cas 
où la variation de z, laisse les lignes du système (:,) géométriquement 
inaltérées en ne faisant varier que leurs cotes. Cela a lieu lorsque, dans 
l'expression des coordonnées d'un point du système +?, les paramètres 3, 
et 3a n’entrent que dans une seule fonction {(z,, 3,), c'est-à-dire où l’on a 


wC); EEC 


Dans ce cas, les systèmes (z, ) correspondant aux diverses valeurs de 3, 
se superposent géométriquement; chacune des lignes qui composent ce 
système géométriquement æ' peut ètre regardée comme provenant de la 
condensation en une seule d'une infinité de lignes correspondant à autant 
de couples de valeurs de z, et z,. De telles lignes sont dites condensées. On 
verra plus loin (n° 194) comment on peut définir graphiquement un tel 
système. 

Les points de rencontre des lignes du système (Ç) avec une ligne L quel- 
conque peuvent, de mème, être regardés comme des points condensés à 
deux cotes. 


D'OCAGNE. 48 
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Mais les points peuvent donner naissance à des systèmes æ? non con- 
densés, figurés de façon permanente sur un plan. En effet, les coordonnées 
d'un point du système s`écrivant 


w meri i (31, 23): NO MN 


on aura le lieu des points pour lesquels soit la cote z,, soit la cote z, aura 
une certaine valeur donnée, en éliminant soit z,, soit 3,, entre les deux équa- 
tions précédentes, ce qui conduit aux équations 


r- PIS PE po T GMT PO EE 0 


définissant chacune un système simplement coté, en z, d'une part, en z, de 
l'autre, dont l’ensemble, marqué sur le plan, constitue un réseau de points 
à deux cotes 3, et 3,. Le point (3,, 3,) n’est autre, en effet, que le point 
commun aux lignes cotées z, et z, respectivement dans les deux systèmes 
dont se compose le réseau, ces lignes pouvant, bien entendu, être soit de 
celles qui sont effectivement tracées, soit de celles que l’interpolation à vue 
permet d'insérer entre les précédentes. 

Dans le cas où le point à deux cotes est défini par son équation en coor- 
données parallèles 


= 


uf (zi 5e) Heg 5e) 4 Aln S) = 0, 


il suffit d'écrire les expressions de ses coordonnées cartésiennes rapportées 
aux axes Oæ et Oy, liés comme on l’a vu aux axes parallèles Au et Be 
[formules (2) du n° 185], c'est-à-dire 

rsa) A — h Zi, 3) 


- ` Soe S e aS 
15 20) + Lln 2e) x J (Sir 3e) + 8, 2) 


r 


pour être ramené au cas précédent. 


189. Liaison et contact graphiques, -- Si, lorsque plusieurs systèmes 
cotés coexistent sur un plan, on établit entre éléments choisis dans chacun 
d'eux une certaine liaison graphique, celle-ci s'exprime nécessairement par 
une équation liant les cotes de ces éléments. On a donc ainsi une représen- 
tation graphique cotée, ou un nomogramme, de cette équation. L'objet 
propre de la nomographie consiste essentiellement, une équation étant 
donnée, à en constituer un nomogramme aussi simple que possible, c'est-à- 
dire sur lequel figurent des éléments de la nature la plus simple, et de la 
construction la plus facile, entre lesquels soit établie la liaison graphique 
de la constatation la plus immédiate. 
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Pour définir un tel mode de liaison graphique, nous conviendrons 
d’abord d'étendre un peu, au point de vue graphique, le sens du mot 
« contact » en l’appliquant non seulement dans l’acception de la géométrie 
ponctuelle, mais dans celui de la géométrie tangentielle, c’est-à-dire pour 
exprimer le fait qu'un point se trouve sur une ligne. En particulier, le 
parallélisme entre deux droites nous apparaitra, dès lors, comme un 
contact graphique, celui d’une des deux droites avec le point à l'infini de 
l’autre. | 

Quant à la coïncidence de deux points, elle équivaudra, d'après cela, à 
un contact double, savoir celui d’un des deux points avec deux lignes quel- 
conques passant par l’autre. De même pour la coïncidence de deux droites, 
qui équivaut au contact de l’une avec deux points pris sur l’autre. 

La notion de contact étant ainsi élargie, on peut admettre, à titre de 
postulat, que les seules liaisons graphiques précises, vérifiables à vue, se 
réduisent à des constatations de contacts. 

Nous exprimerons le contact entre les éléments E et E’, points ou lignes, 
par la notation 


+? 


« 4 
E m E’, 


qui s’'énoncera : E en contact avec E. 
La coïncidence de deux points P et P'étant, d'après ce qui vient d’être 
dit, équivalente à deux contacts, sera dénotée 


PHP’. 
et, de même. la coincidence de deux droites D et D, 
DSD: 


Parfois, nous adjoindrons à la désignation propre de l'élément le nombre 
des cotes y afférentes, mis entre parenthèses; parfois même, lorsqu'il ne 
pourra en résulter aucune ambiguïté, nous ne ferons figurer, dans la nota- 
tion du contact, que les nombres de cotes des éléments y intervenant. 

Nous aurons d’ailleurs, le cas échéant, à envisager des éléments isolés, 
n’appartenant à aucun système, donc dépourvus de cote, qui seront dits 
constants et désignés comme E(o) ou simplement o. | 

Enfin, lorsque nous aurons à préciser que tel élément est un point, une 
droite, un cercle, une ligne quelconque, nous le désignerons, plus particu- 
lièrement, par l’une des lettres P, D, C, L. 

Pour ce qui est de l'écriture des équations représentées, nous aurons 
systématiquement recours au mode de notation que voici : chaque variable 
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sera désignée par la lettre z affectée d’un indice correspondant : z,, 32, 
3, ..., et toute fonction de ces variables sera représentée par une lettre 
affectée de tous les indices des variables corr espondantes. 

Nous : échrons donc: fi; fa fase" Frona pour 75): fs); 
f Zisa) FE: a ARE x Bo * aa an) COX 


b. — NOMOGRAMMES A LIGNES COTÉES. 


190. Équations à deux variables. — Dans le cas de deux variables, on 
voit que les seuls types possibles de nomogrammes répondent aux notations 


E(1) = E’(1) el E(2) E/(0). 


Or un E(2)ne peut être qu'un point P(2) qui doit être mis en contact 
avec une ligne L(o). Le second type se particularise donc nécessairement en 


P(2)4 L(o). 


Pour le premier type on peut supposer que les éléments E et E sont des 
lignes quelconques. La liaison graphique équivaudra alors au contact géo- 
métrique entre les courbes respectivement cotées z, et z. Mais, il est bien 
clair (comme on peut, au reste, s'en rendre compte en considérant la 
ligne L, lieu de ces points de contact, et la déformant pour la rendre 
droite) que tout nomogramme de ce type peut se réduire à un ensemble de 
deux échelles fonctionnelles portées de part et d'autre d'un même axe (°). 

Il est dit, pour cette raison, à échelles accolées. 

Soient x = p. f, et £= y f, les équations de ces deux échelles. L’équa- 
tion représentée sera donc 


ff: 


Voici, par exemple, avec un module de 8"", la représentation de la 
dépression à de l'horizon de la mer (en minutes) en fonction de la hauteur A 
de l'observateur (en mètres), donnée, comme on sait, par 


(1) Il arrivera que nous représenterons aussi des coefficients entrant dans certaines équa- 
tions par des lettres affectées d'indices, sans qu'il puisse en résulter la moindre confusion. 

(°) On peut tout aussi bien, en dédoublant, en quelque sorte, l'axe commun, déplacer les 
deux échelles l’une par rapport à l’autre dans le sens perpendiculaire à leur direction com- 
mune en traçant, de l’une à l’autre, un système de droites perpendiculaires à cette direc- 
tion, suffisamment rapprochées pour permettre d'établir la correspondance entre les points 
de ces deux échelles, Le nomogramme est alors à échelles parallèles. 
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Pour le nomogramme du second type, le réseau des points à deux cotes 
est évidemment arbitraire, attendu que si l’on se donne de façon quel- 


Fig. 166. 


(A) 
, 407 gum gom 25m M gpm om gnamgm m ym om 


pelt t 
VAE EDE S VANA à ACCRA OS 4 ERA 2’ PE d 
(ò) 


conque, pour les systèmes (z, ) et (z, ), les équations 


les lignes z, et z, dont les cotes seront liées par une équation quelconque 
fao 


se couperont sur une ligne L dont l'équation proviendra de l'élimination 


Fig. 167. 


(N) 


de z, et z, entre les trois dernières équations écrites. On pourra donc, 
dans tous les cas, définir le réseau (z,, :,) au moyen des équations 


KENEL V = PaSa, 


qui donnent des systèmes de perpendiculaires aux axes, menées par les 
points d’échelles métriques portées par ces axes. L’équation de la ligne L 
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sera dans ce cas 


On retombe ainsi sur le procédé classique de représentation de toute loi 
à deux variables, familier mème aux personnes tout à fait étrangères à la 
géométrie analytique. 

La figure 167 représente de cette façon, avec des modules de 1°" le 
long de Og et de 0,004 le long de Oy, l'équation du nombre probable 
d’écarts sur 1000, 

N — 10000 (0, 769.0), 

o représente le rapport de la valeur absolue d’un écart quelconque à 

l'écart probable et O(1) la fonction 


2 
O(t1) = — er"? dx. 
LAN 


191. Équations à trois variables. Abaques cartésiens. — La liaison gra- 
phique entre trois variables ne pourra être réalisée que par un contact 


# 


E (1) E(2). 


Or un élément E(2) étant nécessairement un point P(2) qui, par ailleurs, 
ne peut être mis en contact qu'avec une ligne, la notation de tout nomo- 
gramme à trois variables ne comportant que des éléments fixes sera donc 


de la forme 
P(2) L(1). 


Ainsi, la ligne z, passera par le point (z,, z,) de rencontre des lignes z, 
et 3,, Ou, Ce qui revient au mème, les trois lignes 3,, 3,, 3, concourront en 
un méme point. Tel est le mode le plus général de représentation d’une 
équation à trois variables au moyen de trois systèmes cotés sur un plan, 
sans nul élément extérieur à ce plan. 

On remarquera, en outre, que, parmi ces trois systèmes cotés, deux sont 
arbitraires. 

Étant donnée, en effet, l'équation 


I 0, 


si l’on se donne arbitrairement les systèmes (z, ) et (z,), d'équations 


PACAB EN NES 
Bei Vs 2) O0, 
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on obtient l'équation du système (z;) 
BE Yag) =E, 


en éliminant z, et z, entre les trois équations précédentes. Déterminer les 
trois équations (bien entendu, supposées représenter des lignes réelles) 
gi= 0, g= 0, g= 0 pour une équation fiz, =o donnée, c'est opérer la 
disjonction des variables que lie cette équation. 

On peut d’ailleurs, dans tous les cas, prendre pour systèmes (z, ) et (z,) 


PEM Zi VE MS: 


ce qui donne pour (3,) l'équation 


Tel est, bien entendu, le mode de représentation qui s’est présenté tout 
d’abord à l'esprit des premiers chercheurs dans cette voie, dont Terquem a 
fait remarquer l'identité avec la représentation d’une surface rapportée au 
trièdre trirectangle Oxyz par les projections de ses courbes de niveau sur 
le plan Oxy, et qui, jusque dans les dernières années du xix° siècle, a été le 
seul usité. 

Tout nomogramme ainsi constitué ayant l'aspect général d’un damier 
(en grec ž6a%), sur lequel sont tracées les lignes du système z,, Lalanne a 
proposé, pour le désigner, le terme d’abaque; on peut y ajouter l'épithète 
de cartésien pour en rappeler le mode de génération. 

| Voici deux exemples classiques d’abaque cartésien : 


Fig. 168, 


[=] 

re 
© 
keza 
e 
œ 


14,0 


,2 } 
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a <} i Sa ET 
02 BG Da eE? 
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$ SRE ° 
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E `” = R P 0,6 
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L'un s'applique à l'équation 


nie = 8e 0: 


C'est l’abaque de la multiplication donné, dès 1795, par Pouchet ("). 
L'autre est celui construit, dès 1843, par l'ingénieur des Ponts et Chaus- 
sées Lalanne (°) pour l'équation cubique trinome 


+ ps +q—=0, 


abaque qui donne les racines z comme cotes des droites passant par un 
point æ = p, y = q du quadrillage. 

Il semble, au premier abord, puisque toute équation à trois variables est 
ainsi réprésentable, qu'il n’y ait pas lieu d'envisager d'autre choix des 
équations de disjonction. Mais l'intérêt d’un choix différent apparaît quand 
on se rend compte qu'il permet, en certains cas, de n'avoir à construire que 


Fig. 169. 


A 


AA 


E F A A A y 


I ELA 
Z 


k 
à 
g 
X 


S 
E 
D 
i 
N 

À 
A 


LL 
LLLA 


des lignes plus simples que celles qui devraient ètre tracées sur l’abaque 
cartésien. 


(1) L. Poucet, Arithmétique linéaire, appendice à l'ouvrage Échelles graphiques 
des nouveaux poids et mesures (Rouen, 1795). 

(?) Les travaux de Lalanne sur ces questions se trouvent exposés dans son Mémoire sur 
les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique, paru dans les Annales des 
Ponts et Chaussées (1% semestre 1846). 
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Par exemple, dans le cas de la multiplication, 


TaS 


pour laquelle l’abaque cartésien comporte le tracé d’hyperboles équila- 
tères, si, au lieu de prendre pour (3,) et (:z,) les perpendiculaires à Ox et 
O y correspondant à des échelles métriques, portées sur ces axes, on prend 
celles que déterminent les échelles logarithmiques 

æ = logs, ee OE 
il vient pour (:;) 


x +3 —=pulogz;, 


droites d’un tracé immédiat puisqu'on les obtient en joignant les points de 
même cote pris dans les échelles déjà portées sur Ox et Oy. C'est ainsi que 
Lalanne a construit son premier abaque à anamorphose. 

D'une façon plus générale, on peut dire qu'il y a anamorphose chaque 
fois que la disjonction est différente de celle que comporte l’abaque car- 
Lésien. 


192. Anamorphose rectiligne. Cas des faisceaux de droites parallèles. — 
Le cas le plus simple, le plus important, tout à la fois, et le plus fréquent, 
est celui où l’anamorphose permet de construire le nomogramme à lignes 
concourantes uniquement avec des droites, auquel cas, cette anamorphose, 
envisagée pour la première fois sous cette forme générale par Massau, peut 
être dite rectiligne. Les équations de disjonction étant alors de la forme 


fir + gi yr + h= o0. 


3x NTM 21 Led A 


l'équation représentée n'est autre que (‘) 


: fa Sı h, | 
Eiis = J: 8e h, [= 
| Íz 53 lis | 


que nous écrirons encore sous la forme condensée 


(figihil=0o CRD, F1: 


(1) C'est un mathématicien américain, M. Gronwall, qui est parvenu le premier à établir 
les caractères analytiques requis pour qu'une équation fi»3— 0 puisse être mise sous cette 
forme (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1912. p. 59). 


D'OCAGNE. 49 
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La plupart des équations à trois variables rencontrées dans les apphca- 
tions techniques appartiennent à ce type. Elles se présentent généralement 
d'abord sous la forme 


(1) Fa E tr LÉ PER — h, LE = 0: 


Pour y effectuer la disjonction des variables voulue, on pose 


2= VS 
et l’on élimine successivement z, et z, entre ces deux dernières équations. 
Si l'équation est susceptible d'anamorphose rectiligne, le résultat de cha- 
cune de ces éliminations est linéaire en x et y. | 

Une forme d'équation très fréquente rentrant dans ce type est celle qui 
s'écrit 


(2) fafa a A $T h, = 0. 


pour laquelle la disjonetion est immédiate par les équations 


Un JA VA 
Us fat + D 8 V bis = 0. 


Nous n'insistons pas davantage sur ce sujet parce que les équations 
sus-visées peuvent être représentées suivant un autre mode plus avantageux 
qui sera étudié plus loin (n° 195) en détail. | 

Lorsque l'équation donnée se réduit à la forme 


w- 


Ji =j- Ts PT" J = 0; 


la disjoncüon, si l'on adopte le même module pour les échelles (3,) et (z;), 
en est immédiate par les équations 
PER: p AER PA 
t4 y + ufi =o. 
Cette dernière équation définit un faisceau de droites perpendiculaires à 
la bissectrice Oz de l'angle xOy, sur laquelle elles déterminent. l'échelle 


Les trois échelles (z,), (3), (z:) étant ainsi portées respectivement 
sur Og, Oy, Ot, si l'on déplace sur le plan un transparent d'orientation 
constante sur lequel soient tracés trois index IA, IB, IC respectivement 
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perpendiculaires à Ox, Oy, Ot, ces trois index coïncideront à chaque 
instant avec trois droites concourantes prises dans les trois systèmes et 
marqueront, par suite, sur les trois échelles des valeurs de 3,, 3,, 3, satis- 
faisant simultanément à l'équation donnée, d’où l'avantage de ramener 
l'interpolation à vue à n'être pratiquée que sur de simples échelles et non 
dans des faisceaux. G 

Cet artifice a été imaginé par divers auteurs, à propos de certains cas 
particuliers. M. Lallemand, qui en a eu l’idée de son côté, l’a complété par 
un autre permettant la construction des trois échelles au moyen du même 
module et qui consiste à prendre des axes Ox et Oy faisant entre eux un 
angle de 120°, tout en conservant des coordonnées orthogonales, c'est- 


C4 
EU "0 
Fig. 190. 


i 


à-dire déterminées par les pieds des perpendiculaires abaissées du point qu'il 
s’agit de définir, sur Ox et Oy. 

Dans ce cas, on voit immédiatement que les échelles portées sur Ox, Oy 
et Oz sont définies respectivement par 


CR EJ ù KES Pfs: a a Bas 
cela résulte de ce que 


4 1 à P 
OCZ (OA LO0B!)—EOA OB. 
2, 


Les trois index concourants faisant alors entre eux des angles de 60° se 
confondent avec les diagonales d’un hexagone régulier, d’où le nom d’kexa- 
gonal donné à un tel abaque. 


193. Exemple d'anamorphose circulaire. — L’anamorphose circulaire 
est d’une application beaucoup moins fréquente. La théorie générale en a 
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été donnée dans les ouvrages spéciaux ('). Nous nous bornerons à en signaler 
un exemple emprunté à la théorie des murs de soutènement. Il s’agit de 
l'équation des murs à section rectangulaire 


k? kp sino cos® — £ Costo —0, 

9 
dans laquelle # représente le rapport de l'épaisseur à la hauteur du mur, 
ọ langle naturel de la terre soutenue, p le rapport de la densité de cette 
terre à celle de la maçonnerie du mur. 

Afin de reconnaitre si elle serait représentable par trois systèmes de 
droites, appliquons-lui le procédé de disjonction qui vient d’être indiqué au 
numéro précédent en posant 

y =p sing cos9, æ = p cos’ 9. 
L'élimination successive de p et ọ donne immédiatement 
(9) | J=ætange, 
(P) w + y pr = 0, 


droites et cercles faciles à construire que nous adopterons pour cotées (9) 
et (p). Il vient dės lors, par substitution des valeurs admises pour æ et y 
dans l'équation Aube, pour les cotées (#), l'équation 
(k) k? ky — FPO, 
droites ayant pour enveloppe une parabole, mais qu'il est très aisé de 
construire en se fondant sur la remarque suivante : 

Ces droites (4) déterminent, sur l’une quelconque (4,) d'entre elles, 
une échelle métrique, comme on le voit en retranchant les équations corres- 
pondantes et divisant par # — k., ce qui donne 


k+ ki + y =o ou y= (k + ko). 


La projection de cette échelle métrique sur Ox, obtenue par élimination 
de y entre cette dernière équation et celle de la droite (#,), est donnée par 


G enaa E À kak: 
` . . I r r + 
En particulier, pour 4,—o et ka=— 3» on a les échelles métriques 
définies respectivement par 
PEO y=— k (support Oy) 


(ELEN AIO Eag p. r10; 2° EA p. roy, E GNE 6 p Ag 3° Edo p. 193Ÿ: 
Es: N.(p. 18). 
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et 


LEE, = ; — k ( support æ + y = 3) 


En adoptant, sur chacun des axes Ox et Oy, un module égal à 10°" et 


limitant le nomogramme à sa partie pratiquement utile, on obtient la figure 
ci-dessus. 


194. Équations à quatre variables, dissociables en deux équations à trois 
variables. Généralisation. — Pour représenter sur un plan une équation à 
quatre variables, il faudrait y réaliser un contact E(2)m E'(2). Pour l’un de 
ces éléments, on peut prendre un point à deux cotes; mais l’autre, devant 
être alors nécessairement une ligne, ne saurait être qu’une ligne condensée 
à deux cotes (n° 188). Cela montre que toute équation à quatre variables 
ainsi représentable devra pouvoir se mettre sous la forme (') 


(1) Fa fs. 


(1) D’après M. Goursat (Bull. de la Soc. math. de France, t. 27, 1899, p. 27), pour qu'il 
en soit ainsi de l'équation F,:3, = 0, il faut et il suffit, si l’on représente le jacobien 


oF 9G 
; ai g: D; | EF; G 
JF JG par ij| ? | 
Jz da; | 
que l’on ait identiquement. 
JF oF 9F dF 
S Di |F, E| = AUD Lee 
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Si l’on pose 

(2) PE A 

on représente d’abord l'équation 


(8) ie 


( ala y, 5) =0 

(4) LE Ru) = O, 
j 

/ TOE ENAR 


dont deux, comme on l’a vu (n° 191), peuvent ètre choisies arbitrairement. 
La troisième de ces équations définit le système des lignes condensées ; pour 
rattacher à chacune de ces lignes tous les couples de cotes 3,, 3, qui s'y 
rapportent, il n’y a qu’à représenter à son tour, de la même façon, l’équa- 
tion (2), en conservant, pour l’une des équations de disjonction, précisément 
la troisième des équations (4); on a ainsi 


| L&T, IE Zy) 20: 
(5) | se. y; 3)=0. 
Ya Ya 6) =Ò. 


Dès lors, les doubles cotes des lignes condensées © leur sont rattachées 
au moyen d’un réseau (3,, :,), chacune d'elles correspondant à la fois à tous 
les couples de cotesz,, z, des points du réseau par lesquels elle passe. Mais, 
on voit bien nettement, d’après ce qui précède, que la représentation 


obtenue provient simplement de l’accolement par un système (5) commun 
(dit système de liaison) de deux nomogrammes à trois variables seulement 
chacun : :,, 3,, 0 pour l’un, 3,3,. ? pour l’autre. 
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Sous une forme un peu plus générale, on peut dire que l'équa- 
tion F,,,,—0o n'est susceptible d'un tel mode de représentation que si, 
moyennant l'introduction d’une variable auxiliaire Ÿ, elle est dissociable en 
deux équations 


fie tee, Fe Ne CEE ©: 


telles que l'élimination de Ç entre ces équations redonne la proposée. Le 
choix du même système (2) pour les deux nomogrammes partiels établit 
entre eux une liaison graphique qui dispense d'inscrire les cotes de ce 
système. D'ailleurs, la liaison graphique qui fixe le mode d'emploi du 
nomogramme peut être dénotée 


(21385) ele en AA Ne 


Si, par exemple, on se donne z,, 34, 3,, il suffit, pour avoir 3,, de lire la 
cote de la ligne du système (3,) passant au point où la ligne z, est coupée 
par la ligne Ÿ issue du point (:,, 34). 

On peut considérer aussi que ce mode de représentation provient de la 
substitution au système (3,) du n° 191, d’un système condensé (Ç) à deux 
cotes 5, et 3,, défini par le réseau (3,, 3, ) sur lequel sont tracées les lignes (Ç). 
Ce système condensé résulte des équations (5). Ainsi est précisée la défini- 
tion qui en avait été indiquée au n° 188. 

Les systèmes de lignes condensées permettent, à leur tour, comme on l’a 
dit au n° 188, de définir des systèmes de points condensés ; il suffit pour cela 
de couper l’un d'eux (X) par une ligne L quelconque et de regarder chaque 
point ainsi obtenu sur L comme affecté de ‘tous les couples de cotes que le 
réseau des doubles cotes fait correspondre à la ligne Í aboutissant en ce 
point. 

C’est ainsi que tous les points de Ox pourront ètre regardés comme des 
points à deux cotes 3,, 3, par l'intermédiaire d’un faisceau de droites A 
perpendiculaires à cet.axe et tracées à travers un réseau de points affectés de 
ces deux cotes. Un tel dispositif constitue ce que M. Lallemand a appelé 
une échelle binaire ( fig. 173 ). 

Dans tout nomogramme où interviennent des échelles fonctionnelles 
portées sur des axes, il suffit d’accoler à chacun de ces axes une échelle 
binaire pour doubler le nombre des variables correspondantes. 

C’est ce qu'a fait M. Lallemand, sur une suggestion de M. Prévot, pour 
ses abaques hexagonaux, ce qui lui a immédiatement fourni la représentation 
d'équations de la forme 


fis e a as Pie Fis = O0. 
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Mais il est essentiel de remarquer qu'une telle représentation provient 
tout simplement de l’accolement de trois nomogrammes auxiliaires, repré- 
sentatifs des équations 


v $. w RUE r — f 
sr = Sana 59 — Toss xi = a T 


| 


cer RE E - D LA E PEAR ER 
| 


1 


On peut bien évidemment généralissr l'artifice en remplaçant chacun des 
deux faisceaux constituant le réseau des cotes d’un système condensé par 
des systèmes eux-mêmes condensés. On arrive à constituer ainsi des éléments 
condensés à un nombre quelconque de cotes. Voici, par exemple, sur la 
figure ci-dessous des courbes C condensées à quatre cotes. | 


(z y A SEE 
AAAA 
WS 
AZ 
SAS | c 


— SAS XX Z 


Les équations à n variables représentables gràce à cet artifice pourront 
ètre formées comme suit : partir d’une équation à trois variables ; y remplacer 
une ou plusieurs de ces variables par autant de fonctions de deux variables; 
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opérer de même sur les variables figurant dans la nouvelle équation ainsi 
obtenue, et ainsi de suite. 

Mais il convient de ne pas s’y tromper : au point de vue nomographique, 
une telle représentation est constituée non pas intrinsèquement par un 
nomogramme à n variables proprement dit, mais par un enchainement de 
nomogrammes à trois variables, que l’on pourrait, si on le voulait, isoler les 
uns des autres à la condition de coter les systèmes de liaison, communs à 
ces nomogrammes partiels pris deux à deux, au moyen des valeurs de la 
variable auxiliaire correspondante. 


c. — NOMOGRAMMES A POINTS ALIGNÉS ('). 


195. Principe des points alignés. — Les avantages, signalés dès le n° 183, 
des systèmes de points sur les systèmes de lignes, tant au point de vue de la 
simplicité et de la rapidité de la construction qu’à celui de la facilité et de la 
précision de la lecture, surtout lorsque celle-ci comporte une interpolation 
à vue, rend désirable le plus large emploi possible de points cotés dans la 
composition des nomogrammes. Or, on a déjà dit (n°192) que l'immense 
majorité des équations rencontrées dans les applications sont représentables 
au moyen de systèmes de droites concourantes. Il suffit donc d'appliquer à 
un tel nomogramme une transformation dualistique quelconque (bien 
entendu, avec conservation des cotes) pour en obtenir un autre sur lequel 
les seuls systèmes cotés seront des systèmes de points, la liaison graphique 
devenant alors l'alignement de trois de ces points sur une même droite. Il 
faut, pour établir la liaison graphique entre les éléments cotés, disposer 
d'une droite mobile, ou index, déplaçable à volonté sur le nomogramme (°). 

On voit que cette liaison graphique s’exprimera par le symbole 


Emil, EP, SR, 


où | représente l'index et P; le point coté z;. 

La forme la plus avantageuse à donner à la transformation voulue consiste 
tout simplement dans l’échange de coordonnées cartésiennes en coordonnées 
parallèles (n° 185); c’est sur ce simple échange qu'a été fondé, dés l’orgine, 


(1) Pour la première fois, a été donné le principe de ces nomogrammes dans le Mémoire 
intitulé : Procédé nouveau de calcul graphique, paru en 1884 dans les Annales des Ponts 
et Chaussées (2° semestre, p. 531). 


(2) Cette droite pourra être-tracée, d’un trait fin, sur un transparent appliqué sur ce plan 
fixe portant les systèmes cotés, ou réalisée au moyen d’un fil tendu sur ce plan. 
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le principe de la nouvelle méthode. Il peut être effectué directement sur un 
nomogramme à droites concourantes déjà construit. Les figures 175 et 176 
en fournissent un exemple, sur lequel, au reste, les avantages du nomo- 
gramme à points alignés, au point de vue de la commodité de la lecture, 
sautent, peut-on dire, aux yeux ( '). 

Mais, d’une manière plus générale, on obtiendra les nomogrammes à points 
alignés en formant les équations de disjonction comme au n° 192, avec simple 
remplacement des coordonnées cartésiennes x et y par les coordonnées 
parallèles u et v, les points ainsi définis par leur équation étant déterminés 
par l’un des procédés indiqués à la fin du n° 185, au besoin complétés par ceux 
étudiés au n° 186. 

Ainsi, par le procédé du n° 192, les trois variables de toute équation 
représentable par points alignés peuvent être disjointes au moyen d’équa- 
tions de la forme | 


ufi egi + hio (Bar TSX 


et l'équation elle-mème s’écrira 


D 


1 a tfa Sis ;| 0 i= ED D): 


Remarquons tout d’abord que le support de l'échelle (z;) sera rectiligne, 
ou non, selon que les fonctions fi, gis h; seront, ou non, linéairement 
dépendantes, c’est-à-dire exprimables linéairement, ou non, au moyen d'une 
seule fonction de z;. Nous appellerons genre d'un nomogramme à points 
alignés le nombre des échelles à support non rectiligne que comporte ce 
nomogramme, nombre qui varie, par conséquent, de o à 3. 

Nous ferons aussi observer que l’on peut trouver des couples de valeurs 
de deux des variables pour lesquelles la troisième devient indéterminée: il 
suffit pour cela que, dans le déterminant, les termes homologues de deux 
lignes soient proportionnels. Par exemple, les équations 


Je 8: hs 
J. S: 4 hr, 


(!) La figure 175 est un fragment d'une Table graphique pour l'arpentage des 
coupes qui était naguère en usage à l'Ecole forestière. La graduation portée le long de Oy 
v sert à la fois pour les systèmes (:,) (droites perpendiculaires à cet axe) et (z,) (droites 
inclinées sur cet axe), ce qui entraine, sur la figure 176, le fait que les points z» et z, de 
mème cote sont alignés sur le point z; = o. L'enveloppe des droites z, de la première figure, 
corrélative du lieu des points z; de la seconde, serait pratiquement impossible à déterminer 
pat la voie simplement graphique, ce qui implique un nouvel avantage des points alignés. 
très appréciable notamment quand il s'agit de la représentation de certaines lois empiriques. 
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Fig. 176. 
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fourniront les couples de valeurs de 3,, z, qui rendent la variable z, indé- 
terminée. Ces couples de valeurs se rapportent nécessairement à un même 
point, commun aux échelles (z,) et (z,). 

De telles valeurs des variables sont dites critiques, le point auquel est 
appliqué un couple de telles valeurs, un point critique. Tout point commun 
aux supports distincts de deux systèmes cotés est nécessairement un point 
critique ('). 

Si la disjonction opérée dans l'équation donnée conduit à une disposition 
de systèmes cotés peu commode, en particulier, si les fragments de ces 
systèmes, limités aux valeurs pratiques des variables, sont constamment 
coupés sous un angle trop petit par l'index unique servant à la lecture, on 
peut y remédier en ayant recours à la transformation homographique la 
plus générale qui, dépendant de huit paramètres, laisse libre le choix de 
quatre points. On peut, par exemple, fixer aux extrémités de deux côtés 


. opposés d’un rectangle les points correspondant aux valeurs limites, en 


pratique, des deux variables prises pour données. Pour définir une telle 
transformation homographique de la façon la plus générale, il suffit de 
multiplier l'équation mise sous la forme du déterminant ci-dessus par le 
déterminant supposé non nul, 


| À p Y 

| 

A OU G 
1 y." y” | 


ce qui donne le nouveau déterminant 


| À fi + Sit Y hi A fi+ l'&i+ v'h; À" fi iT u" gi ~+ v” hil 0 


QE VA AUDE 


On trouvera un exemple particulièrement caractéristique d'application 
de cette méthode dans 7. N. (n° 86). 


196. Nomogrammes à deux échelles rectilignes parallèles. — Les types 
canoniques d'équations représentables par des nomogrammes à points 
alignés, à trois échelles rectilignes dont deux parallèles, peuvent s'écrire 


(1) J1 + fe T3 0 


(1) La considération de ces points critiques permet, en de nombreux cas, d'éviter toute 
disjonction algébrique préalable (7°. N., 2° éd., Chap. IV, sect. II, C, et n° 84; C. G. N., 
3e éd., n°° 68, 69, 70, 76; £. N., n° 45). 
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et 
(2) fi + fifi 0; 
dans chacun desquels on opère la disjonction au moyen des mêmes équations 
(3) = fus fe Si 


i 


qui définissent, sur Au et Be, des échelles des fonctions f, et fa, et qui 
donnent, comme équation du troisième système, 


(4) Pott + iv +: = 0 


dans un cas, et 


(5) À Hau = Bif o 
dans l’autre. 
L'équation (4), qui entraîne 
Haba 
9 re HSE 
définit l'échelle de la fonction — /,, portée avec le module u., = His 
H- -fm [He 
sur la parallèle aux axes qui divise leur intervalle dans le rapport — E: 


[formule (3) du n° 185 |. 

L'équation (5) définit une échelle projective de celle de f, sur l'axe AB 
(n° 186). 

Si, avec une troisième échelle quelconque, le nomogramme comporte 
deux échelles rectilignes qu’une transformation homographique appropriée 
permet toujours de rendre parallèles, l'équation représentée prend la forme 


(6) gs + fahs + fs pires) (À UN 
où la disjonction des variables s'opère au moyen des équations 


Uri PE Bis; 


Paga + fs hv + PH af —10; 


les fonctions /,, g}, A, étant, bien entendu, ici linéairement indépendantes. 


197. Exemple d'application : résolution nomographique des équations 
trinomes. — Pour représenter l'équation 


3" page 0; 
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il suffit de poser (!) 


| Île sa 1: | Mg = 2.4; 
ce qui donne, pour le système (3), les points définis par 


BU MA LAEE 
ou 


On voit que, quel que soit »7, la projection des points (z) sur l'axe AB 
des origines est une même échelle homographique dans laquelle le point 
coté o coïncide avec l’origine B, le point coté 1 avec l’origine O des axes 
carlésiens (milieu de AB), le point coté + avec l’origine A; d’où une facile 
construction de cette échelle homographique, par le procédé indiqué au 
n° 184 à l’aide d’une échelle métrique auxiliaire ayant son point coté o en B, 
l'échelle (q) déjà tracée, par exemple. 

Si maintenant nous représentons par (3 }” l'échelle (z) correspondant à 
l’exposant m, nous remarquerons que la construction de l'échelle (zY 
résulte immédiatement de ce fait que, st l'on projette cette échelle (2) à 
partir du point B sur l'axe Au, on obtient sur celui-ci l'échelle (p), au change- 
ment prés du signe de ses cotes (°), car si, dans l'équation (z) ci-dessus (où 
l’on suppose m = 2), on fait 6 — o, on obtient 


SU: LT EE 0 ou Wie 45. 


En partant de l’échelle(z)", on peut ensuite construire de proche en proche 
toutes les échelles (3)* en s'appuyant sur ce que les projections faites, 
sur Oy, de l'échelle (z)"°", à partir du point À, et de l'échelle (:)", à partir 
du point B sont coïncidentes. 

En effet, les projections de (z ‘faites sur Be à partir de A, et de (3}" 
faite sur Av à partir de B, sont données respectivement par 


l 


g i p- xin 0 


el 


u' + us” 10; 


qui définissent sur A u et Be des échelles identiques. La projection commune 
sur Oy est, dès lors, semblable à l’une ou à l’autre de ces échelles, réduite 


(1) Nous prenons ici des modules égaux pour les échelles (p) et (g). En application, les 
champs de variation de p et q pouvant être très différents, on sera souvent amené à prendre 
des modules inégaux, ce qui ne change rien à l'allure générale de la solution. 

(2) Simple application de la remarque contenue dans le dernier alinéa du n° 186. 
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I n . . . » ` 
dans le rapport z Lafigure 177 résulte de l'application de ce qui précède aux 


cas de m = 2 et m= 3. On s'est d’ailleurs borné à considérer des valeurs 
positives de z, les valeurs absolues des racines négatives pouvant être 


Fig.. 177. 
6 6 
5 5 
4 4 
3Ë 3 
2 2 
1 KR 
LE 
à 0 = 0 w 
ia; 
Fat 2 1 l 
15 À 
= 2 3 Le 
w (x)° 2 A € 
as 4 43 o 
S (X) ja 
#4 5 -4 
2,5 
E 6 x -5 
-6 7 o -6 
Re 
Ty 3 -7 
v 
-BẸ 9l = -8 
a © 
9 ©] < -9 
Le} 
ns re 3.5 
-10 40 
obtenues comme racines positives de la transformée en — z (changement 
de p en — p pour m = 2, de q en — q pour m = 3). 
198. Nomogrammes à réseau de points à deux cotes. — Nous avons vu 


au n° 194 que le principe des lignes concourantes ne permet pas la 
représentation intrinsèque d’une équation à plus de trois variables, faute 
de pouvoir utiliser des éléments à plus d'une cote qui ne soient pas 
condensés, ce qui revient à dire qu'une telle équation n’est ainsi repré- 
sentable que moyennant sa dissociation en équations ne contenant. pas 
chacune plus de trois variables. Mais, lorsque les éléments à une cote 
intervenant dans un nomogramme à trois variables ne sont que des points, 
ce qui est le cas pour les points alignés, il suffit de remplacer ces sys- 
tèmes de points à une cote par des réseaux de points à deux cotes (qui, 
eux, ne sont pas condensés) pour obtenir la représentation intrinsèque 
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de certaines équations qui, non susceptibles de dissociation, ne sauraient 
être représentées en lignes concourantes. De telles équations ne sont pas 
rares dans les applications. La méthode des points alignés a permis d’en 
aborder systématiquement une vaste catégorie, réduisant ainsi, pour la 
première fois, à une représentation intrinsèque un nombre de dimensions 
supérieur à trois. 

Si maintenant, dans un nomogramme quelconque à points alignés, nous 
remplacons chaque échelle par un réseau de points à deux cotes, nous obte- 
nons une représentation intrinsèque, non dissociable, de l’équation 


ifi A Si 4 h 14 
fes LT h 52 = Où 
T3 ô S3 6 h 36 


sous la forme schématique ci-dessous, pour laquelle la liaison graphique 
consiste en l'alignement des trois points (3,,3,), (32, 23), (33536) 


10 
10 9 
9 8 
8 7 
o) 6 
5 
à h 
$ (Xg) 
3 6 
3 2 
1 
1 


Tel est, en plus de ceux qui ont déjà été signalés au n° 195, l'avantage 
capital qu'offre la méthode des points alignés. Parmi les équations de ce 
type, celles qui se rencontrent le plus fréquemment dans les applications 
sont celles qui dérivent de la forme (6) du n° 196 par substitution d'un 
réseau (z,, 3,) à la simple échelle (=,), c'est-à-dire qui s'écrivent 


(2) fa Su + falis, + fs 7 4 
et pour lesquelles, par conséquent, la disjonction s'effectue sous la forme 
== fs HES Lo fo 


et ; 
Mags, U + Ha ltz, P- Mi TEY — 0, 
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ou, comme on l'a vu au n° 188; 


5 He liz; Hagi Jay Pafs 


; PA SRE RTS EE LOT NRA 
Il peut arriver que, dans le déterminant (1) ci-dessus, les trois éléments 
d'une mème ligne s'expriment au moyen d'une même fonction des deux 
variables qu'ils contiennent. Si l'on représente cette fonction par ©, on 
tombe alors sur des points condensés le long du support relatif au para- r 
mètre ©, définis ainsi qu'on l’a vu au n° 194. À 
En particulier, dans le cas de la forme (2), si les fonctions £,, et 4, sont 
remplacées par des constantes a et b, le système (z,, z, ) est défini par 


FA n À ue i 


Ua D + PA UE mb ps a" 

ce qui donne des points condensés sur la parallèle aux axes résultant de la 
valeur de æ, ces points étant définis le long de cet axe par une échelle 
binaire (n° 194) représentative de la valeur de v. 


199. Exemple d'application : résolution nomographique des équations 


quadrinomes. — Soit une équation de la forme 
i geie a pin go: 
Posons 
v er Yp t pra 24: 
Il vient dès lors 
went fe (a Ra 9 


équation qui définit un système (x, z) représentable ainsi qu'il a été vu au 
numéro précédent; on a, par suite, les racines de l'équation proposée en 
lisant les cotes des lignes (=) passant par les points où la ligne (n) esi 
rencontrée par la droite unissant les points (p) et (q). 

Dans le cas de l'équation complète du troisième degré 


g” RS ps A YO, 
on a, avec 


LE Mena YP. Ha 4. d; 

l'équation du point (z, z) 

zA DCS ST MR )EEO, 
qu'on remplace par 

1 5 = ÉLUS? nz? 
LH O i aag aaae LE Dies A Na 4 ee A 4 
IL +3 Leg 
D'OCAGNE. ol 
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E lexpression de x, étant indépendante de n, fait connaître les lignes (z) du 
à 
D réseau (3, n). Ce sont les parallèles à Oy menées par les points de diVISIOP 
LA 


R ‘de l'échelle homographique construite sur AB au n° 197. 
Pour construire les lignes (7) on peut, sur chaque droite (z), marquer les 


» 


PET RE TER E a A 
P 
oO 


nea nd a 
oS 4 G p a “ 
mn © 


`A ` 
7 a? 
2, v 
ET: 1 sS 
| 3 0 : ll ji à_ 0 2 
: 5) | ha a ‘À 
D us i Brt ii | Nj - 
3 | 
4 | 


ETONE - diner ti Cu, ne 
LE. br ENSS f 


s5 
L6 

ii B 

E; Le 

s -9 |9 

È -10 £ d=10 

` points où elle.est rencontrée par ces lignes (x). Or, Il expression de y montre 

que ces points forment sur cette droite (3) une shele métrique ('). On 

4 aura donc immédiatement toutes les lignes (n) quand on aura construit 

A deux seulement d'entre elles. La ligne (n — o) n'est autre que le support du 

l système (z)' sur le nomogramme du n° 197. Quant à la ligne » = 1, on 

4i: . è Re 3 . x 4 

| l'obtient immédiatement en remarquant que la projection des points (z) de 

wA I proj ; 


(1) Cas particulier des systèmes métriquement espacés du n° 187 (avant-dernier alinéa ), 
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celle ligne faite sur Au parallèlement à AB se confond avec la projection des 
points (z) de la ligne (n—o) faite également sur \u, mais à partir du 
point B. à 

En effet, la projection des points (=) de la ligne (z = 1) parallèlement à 
AB est donnée par 


Quant aux points (z) de la ligne (n= 0), comme ils sont définis par 


su É + RIZ 0, 
p 


leur projectionsur Au, à partir de B(¢= o). est donnée par 


f SiH REO 
ou 

(ee Le 57. 
expression identique à celle de y ci-dessus. 

C'est ainsi qu'a été construite la figure 179, pour laquelle on s’est 
encore borné aux valeurs positives de z, les valeurs absolues des racines 
négatives pouvant, si on le veut, être obtenues comme racines positives de 
la transformée en — z (changement de n en — n et de q en — q. 

Les alignements marqués en pointillé sur cette figure répondent à la 
résolution complète de l'équation déjà envisagée au n° 164, savoir 


3 


gs 1,502 +1,26 = 0 


dont les racines sont 


200. Nomogrammes à double alignement. — Pour cerlaines équations 
à quatre variables F,,,, = o dissociables en deux équations à trois variables 


‘ 


(SU ENS À A SN. TEA | “0 
Tas l HR ET 3 ya $ ? 


moyennant l'introduction de la variable auxiliaire Ç (n° 194), il pourra se 
faire que chacune de ces deux équations soit susceptible d’être représentée en 
points alignés. Les deux nomogrammes partiels ainsi obtenus pourront être 
séparés Fun de l’autre, le passage de l’un à l’autre, par la commune valeur 
de ?, pouvant au besoin être guidé par des traits unissant entre eux les points 
de même cote sur les deux échelles (Č). Mais, en général, il sera possible 
d'adopter pour ? la mème échelle sur les deux nomogrammes partiels ; dans 
ces conditions les alignements à prendre sur ces nomogrammes se coupe- 
ront en un point du support C de cette échelle commune (7), dont les cotes 
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n'auront pas, dès lors, besoin d’être marquées: ce point autour duquel on 
devra faire pivoter l'index servant à la lecture, pour passer de sa première 
à sa seconde position, sera dit un preot, et le support, lieu de ce point, la 
ligne des pivots où, plus simplement, la charnière. 

Si T et I” désignent les deux positions de l'index, la notation symbolique 
du nomogramme est 


Peu 1 Pins 1 Zn, 
AE LA EPP A CPE LA 
Dans le cas — le plus intéressant pour les applications — où cette char- 


nière C est rectiligne, M. Soreau a mis sous une forme élégante le type 
‘général de l'équation correspondante, grâce à la simple remarque que voici : 


Fig. 180, 


si l’on regarde la charnière comme la ligne de terre d'une représentation de 
l’espace par projections orthogonales, les points (z,) et (z,) apparaissent 
comme appartenant à un des plans de projection, (3,) et (3,) à l’autre: et, 
comme les droites (z,, 3,)et(3,, 34) se coupent sur la ligne de terre, les 
quatre points 3,, 32, 34; 3, sont coplanaires. Si donc on les définit en coor- 
données parallèles v, v, w de l’espace, telles que l'axe Au se confonde avec 
la charnière, on a, en exprimant que les quatre points sont coplanaires, 


Fi M EAO VE 
/ £ O Yis 
(E) ED) 
J 0 S3 l 
Í (e T o A 


Telle est la forme d'équation cherchée. 


www.rcin.org.pl 


nopus 


` 


. IX. — NOMOGRAPHIE. 409 


Les équations du type le plus fréquent rentrant dans cette forme géné- 
rale sont celles qui s'écrivent (') 


2 ) f, S JS - / S / 
ou 
Lo I Oo Ji | 
I K O Fs 
pate SO 
O O I Í | 
I O rs fi | 


pour lesquelles on obtient la disjonction voulue tout simplement en appe- 
lant Ç la valeur commune des deux membres de (2). ce qui donne, pour le 
premier nomogramme partiel, 


ES; = tes 
Liu EP TEL à 
et pour le second, 
HUE, í Haf 
Hat Ly, s ILa f 


«/. — NOMOGRAMMES A SYSTÈMES COTÉS MOBILES. 


201. Définition générale. — Pour multiplier sans dissociation le nombre 
des cotes affectées à un élément entrant dans un nomogramme, le moyen 
qui s'offre tout naturellement à l'esprit consiste à rendre mobile le système 
auquel appartient cet élément et à lui affecter comme cotes, outre celles 
qui servent à le définir dans ce système, les paramètres par lesquels on peut 
fixer la position de celui-ci. 

Supposons d’abord deux plans H et H appliqués l’un sur l’autre, dont 
l’un IT soit considéré comme fixe, l’autre I comme mobile, et qui portent 
respectivement des systèmes d'éléments cotés E,, E,, ..., d’une part, E,, 
E, ..., de l’autre. Les déplacements de Il par rapport à IT étant, dans le 
cas général, à trois degrés de liberté, il faudra, pour fixer ce plan Il dans 
une position déterminée par rapport à I, établir, de l’un à l’autre plan. 
trois contacts tels que E, = E, E,mE,, Em E. A ce moment, len- 


(0) On peut démontrer que lès seules équations représentables à la fois par double aligne- 
ment, avec charnière rectiligne, et par simple alignement, avec réseau de points à deux 
cotes, sont celles de la forme (2), et opérer géométriquement le passage du nomogramme 
du premier type à celui du second C. R.de l'Arc. des Se. t ATi, 1923. p. 1273). 
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semble des deux plans pourra n'être plus considéré que comme n'en for- 
mant qu'un seul, sur lequel, dès lors, pourra être constaté un quatrième 
contact E, m E, ('). 

Théoriquement, les éléments E;et E; peuvent ètre supposés quelconques: 
pratiquement, sauf dans des cas d’une telle rareté qu'il est inutile de s’y 
arrêter, sur ces deux éléments en contact. l’un est un point, l’autre une 
ligne. 

Pour qu'une représentation ainsi constituée soit intrinsèque, c'est-à-dire 
non dissociable en plusieurs autres distinctes portant chacune sur un'moindre 
nombre de variables, il faut que les divers éléments soient pourvus de cotes 
sans l'intervention d'aucun système ramifié (un tel système introduisant, 
comme on l’a vu au n° 194, autant de dissociations qu'il comporte de sys- 
tèmes deliaison). On aura, par suite, le mode de représentation intrinsèque 
ainsi réalisable le plus général en supposant que chacun des quatre contacts 
a lieu entre une ligne à une cote et un point à deux. ce qui correspond à 
douze variables. 

Mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante. Il y a exception si, 
dans tous les déplacements permis au plan H’, les lignes intervenant dans 
l’un des contacts n'engendrent sur Il qu'un système géométriquement x, 
auquel cas, ce système peut figurer de façon permanente sur Il et y être 
coté par l'intermédiaire d’une dissociation; une telle circonstance se produit 


lorsque les déplacements de Il sur IH se bornent à une translation simple ou 
`à une rotation, dans le cas d’un degré de liberté (°), à une translation double, 


dans le cas de deux degrés de liberté. 

Ce qui précède est susceptible d’une généralisation immédiate : si l’on 
envisage m plans mobiles appliqués sur un plan fixe, la fixation de leur 
ensemble dans une position déterminée exigera 3 m contacts ; après quoi ıl 
n’y aura plus qu à constater un dernier contact sur l’ensemble ainsi fixé. 
On peut donc dire qu'en pareil cas, la liaison graphique comprend 3m + 1 
contacts; en outre, pour que la représentation soit intrinsèque, il faut que 
chaque contact associe, au plus, une ligne à une cote à un point à deux cotes, 
ce qui correspond à 3 (3 m + 1) variables. 

Si, d’ailleurs, un mème plan mobile intervient successivement dans plu- 
sieurs positions pour une même liaison graphique, il doit, dans chacune de 


— LES 2 sa A À e are i n nen 


(1) La première idée des nomogrammes de ce type se rencontre dans une note publiće 
en 1893 (C. R-de l'Ac. des Se... 1. PT p.216). 

(?) C'est le cas des faisceaux engendrés par les index du transparent dans les abaques hexa- 
gonaux (n° 192). 
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ces positions, compter, au point de vue de'la structure du nomogramme, 
pour un plan distinct. C’est ainsi qu'un nomogramme à double alignement 
(n° 200) doit être regardé comme comportant deux plans mobiles I et H” 
portant chacun un index l et I”. 

Il va sans dire que, parmi les éléments intervenant dans les divers 
contacts, il pourra s’en trouver de constants (dépourvus de cotes), ce qui 
conduira à des types de représentation intrinsèque pour équations conte- 
nant des variables en nombre quelconque inférieur à 3 (3m + 1) pour le cas 
de m plans mobiles. 


202. Systèmes cotés à un degré de liberté. Systèmes glissants et systèmes 
tournants. — Pour que les déplacements de I sur I n'aient qu’un degré de 
liberté, il faut que deux points de I aient sur H des-trajectoires détermi- 
nées ; autrement dit, que deux des quatre contacts constituant la liaison 
graphique sur le nomogramme aient lieu entre éléments constants, c'est-à- 
dire répondent à la notation om o. 

Parmi ces déplacements de IF à un degré de liberté, les plus simples 
sont ceux qui se bornent à une translation où à une rotation. 

Dans le cas de la translation, on peut définir łe déplacement de I par 
rapport à Il par le simple glissement de O'x' le long de Ox, qui s'exprime 
par Ox H O'z’. On a alors affaire à un système glissant. 

Dans le cas de la rotation, on peut Loujourssupposer qu'elle a Heu autour 
de O mis encoincidence avec O’, ce qui s'exprime par O Ë O’. On a un Sys- 
tème tournant. 

Considérons d'abord le cas du plan I glissant dans le sens de O x. Des 
points P; d’une échelle de I, parallèle à Ox, aux points P’ d'une échelle 
de Il’, de même direction, nous pourrons dire qu'il y a contact lorsque ces 
points seront simultanément en contact avec une mème perpendiculaire 
à Ox (déterminée soit au moyen d'un faisceau de droites parallèles très 
rapprochées, soit au moyen d'un trait mobile, tel que celui qui est marqué 
sur le curseur des règles à calcul). Si, dès jors CAR: sont les points des 
échelles (z;) sur H et (z;) sur Il’, toutes deu marquées Sur des supports 
parallèles à Ox, la notation du nomogramme sera 


, Cf ) A ) »' 
DE aa BE ARE SE R LAURE CAN 


et si les quatre échelles sont celles des fonctions /,, fs, fẹ. fi, construites 
avec le même module, l'équation représentée est 
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ou 
i pir a a T FE 


Mème théorie dans Le cas du plan I pivotant autour de O'en coïncidence 
avec O, les échelles étant ici portées sur des cercles de centre O, et le pré- 
cédent faisceau des droites perpendiculaires à Ox, remplacé par le fais- 
ceau des droites issues de O. Dans le cas où /;— logo;, on a donc ainsi un 
nomogramme de l'équation 


rhs to ft. 6 
T0 — Vi. 
TIT: CA 


On retombe ainsi pour les Li remplacés par 3;, OU 3;, OÙ sin Z;, OU lang ®;, 
sur les. règles et cercles à calcul ordinaires, imaginés ‘bar Oughtred, dès le 
xvu* siècle, peu après l'invention des logarithmes par Néper, et celle de 
l'échelle logarithmique par Gunter. 

En remplaçant les diverses échelles simples par des échelles binaires, on 
peut, dans léquation représentée, doubler le nombre des variables, mais, 


cette fois, de façon non intrinsèque. 


203. Systèmes cotés à deux degrés de liberté. Systèmes orientés. — Le 
plan IF aura, par rapport à Il, des déplacements à deux degrés de liberté 
lorsqu'un seul des quatre contacts constituant la liaison graphique du 
nomogramme sera de la forme o = o. 

Parmi les nomogrammes de cette espèce, les plus importants à consi- 
dérer au point de vue des applications, sont ceux dans lesquels le plan Il à 
une orientation fixe, assurée par la condition que l'axe O'x' reste parallèle 
à l'axe Ox, condition qui, si l'on désigne par +, le point à l'infini sur Ox, 
se traduit par le contact 


Di O LE 26 


2 


Les systèmes cotés portés par Il sont, dès lors, orientés. M. Margoulis (') 
s'est livré à une étude approfondie des nomogrammes de cette sorte, dont il 
a réalisé un très grand nombre d'applications du plus haut intérêt, notam- 
ment à l’aérodynamique et à l'aéronautique. 

Le type le plus général de cette espèce, qui fournira une représenta- 
tion intrinsèque. sera celui qui, dans chacun des trois contacts autres 
que celui ci-dessus, associera un point à deux cotes pris sur LE à une ligne à 
une cote prise sur H, en vertu de la notation 


Lt Or Ps L; Piradi, pir 


(Y CR. He l'Acad. Ues Se: 1. TTE. 1922, p. 1684. 
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Il s'appliquera donc à une équation à neuf variables. Pour former cette 
équation, si le point P;; est défini sur IT par 


{ P;; | re Tij V == Sij 
et la droite L,, sur H, par 
(Le) PP At A FE Lang 4 M 
il faudrait — si, dans la position considérée, les coordonnées de O’, rap- 
portées aux axes (x et Oy sont x et  — éliminer x et 8 entre les équa- 
tions ` 
\ fret 0e, Mas OC A 
(1) Fit La A. Sa B, AR Ras 
| F, í Fyi (OR ; 6, 39) = 0. 


Cette élimination ne peut pas être explicitement opérée dans le cas 
général. Elle le peut si l’on particularise la nature de deux des trois fonc- 
tuons F;, K,, F,, parce qu’on peut alors tirer x et 8 des deux équations cor- 
respondantes pour transporter leurs valeurs dans la troisième. 

Un cas encore très étendu où cette élimination est réalisable (et qui se 
rencontre, au reste, fréquemment dans les applications) est celui où deux 
des réseaux de points à deux cotes du plan II se réduisent à un seul (z,, 33); 
dans ces conditions, les systèmes de lignes (3,) et (3,) de Il [qu'il nous est 
maintenant loisible d'appeler (z,) et (3,)] constituent eux-mêmes un réseau 
(zs, 34) dont les points sont mis en coïncidence avec les points du réseau 
(3,, 2), et la notation du nomogramme devient 


Š MAST >) = p’ » 4 
Lt Ou Pic Pas Pa = L:. 


lei les équations (1) ci-dessus sont remplacées par 


/ {48 T4 — frs 
Si 5 r 
F( es Hs, Qu: 6. A) Dm à 


et l'élimination tout à fait immédiate de x et 5 entre ces équations donne (') 


E is Fi Aso se fa FA EET RET Sir. F5) — 0. 


(1) Pour mieux faire ressortir lintérét d'un tel type de nomogramme, fournissant une 
représentation intrinsèque de certaines équations à sept variables (d'une forme, nous le 
répétons, fréquente dans les applications, comme l'ont fait ressortir les intéressante: 
recherches de M. Margoulis), nous ferons remarquer que, par la méthode ordinaire des 
lignes concourantes. telle qu'elle est exposée au n° 194, la représentation de léquation (2) 


D'OCAGNE. 52 
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Certains types particuliers de nomogrammes, plus anciennement pro- 
posés, peuvent être rattachés a posteriori à ce type général, lorsqu'on y. 
remplace plusieurs des variables par des constantes et que l’on spécialise la 
nature de certains éléments y intervenant. 

Nous ferons enfin remarquer, par application de ce qui a été dit au n° 201, 
que la représentation ainsi obtenue cesse d’être intrinsèque lorsque l’un au 
moins des systèmes de lignes (L), (L), (L) du cas général, dans tous les 
déplacements du plan I compatibles avec l'hypothèse faite, n'engendre 
sur I qu'un système æ' de lignes. Cela n'a lieu que si ce système ne com- 
prend que des droites parallèles entre elles, on se réduit à une seule droite 
constante. Quand ce dernier fait se produit à la fois pour les trois systèmes 
de IT on tombe sur un cas dans lequel rentrent les abaques hexagonaux. Et 
en effet, un'tel abaque pourvu de trois échelles binaires se dissocie en 


quatre nomogrammes à lignes concourantes. 


204. Nomogrammes à plusieurs plans mobiles. — Ainsi que nous 
l'avons vu au n° 201, nous pouvons maintenant multiplier le nombre des 
plans mobiles appliqués sur le plan fixe, el, tant que nous nous bornerons 
à ne faire entrer dans les 3m + 1 contacts constituant la liaison graphique 
du nomogramme que des lignes à une cote au plus et des points à deux cotes 
au plus, nous obtiendrons ainsi (sauf exception dans le cas de systèmes 
engendrés qui soient géométriquement æ') des représentations intrinsèques 
pour des équations contenant un nombre de plus en plus grand de variables. 

Si, par exemple, dans le cas des plans glissants (n° 202), on suppôse qu’il 
y en a un nombre quelconque MW, Il”, I”, ... dont les axes O'z’, O"x", 


: O” x” restent en coïncidence avec Ox, et que ces plans partent respective- 


ment des échelles toutes parallèles à Ox, savoir (4,) et (3,,) sur I, (3, )et 


(z,) sur I, (z,)et (z,)sur H”, ..., on voit que la notation du nomogramme 
devient 
GRO RUE ENS 
PP, P, = PA Pre Pi PET Pons Rs: 


exigerait l'intervention de deux systèmes ramifiés à six variables chacun, ce qui revient à ` 
une dissociation en onze nomogrammes partiels à trois variables, moyennant l'introduction 
de dix variables auxiliaires, et que, de plus, z; excepté, chacune des six autres variables z; 
devrait donner lieu à deux systèmes cotés distincts, ce qui exclut Ja possibilité de prendre 
aucune de ces six variables comme inconnue. L'avantage résultant de l'emploi du plan 
mobile TI est ainsi, peut-on dire, rendu flagrant. 
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V7 z r r 
et que l'équation représentée est de la forme 
À: LE Kof os + {on 1 | Le fe MP V7 fon: 


ou, Si /;= log; 


DD D. Dan DS 0 Per Pon: 


En remplaçant ici aussi les échelles simples par des échelles binaires, on 
doublerait le nombre des variables dans l'équation représentée, mais alors j 
de façon non intrinsèque. 

Voici maintenant un exemple de nomogramme à un nombre quelconque 
de plans mobiles à deux degrés de liberté, mais non orientés. Alors que, 
avec des règles glissant tout le long les unes des autres, on peut, comme on 
vient de le voir, effectuer une sommation de fonctions à une ou deux 
variables en nombre quelconque, M. H. Hansson a remarqué (') qu'au 
moyen de règles s'appuyant simplement les unes sur les autres par un point, 
alors qu'un autre de leurs points reste sur une droite fixe, on peut effectuer 
la multiphcation de ces fonctions. 

Les axes O, x et O, y étant ceux du plan fixe, portons sur O, y l'échelle 
de la fonction f, avec le module 4,, puis considérons des axes O,R,, 
O,R;, ..., O,R,, dont les origines O,, O,, ..., On soient astreintes à 
rester toutes sur O, x, et les repères R,. R;, :.., Ra, distants de ces ori- 
- gines, respectivement de /,,£,,...,{,, à rester, R; sur O, y; R, sur O,R,, ..., 
R, sur Opa Ra i. Dans ces conditions si les droites O;R; portent chacune 
l'échelle d'une fonction /;, construite avec le module w;, et si 3,, 33, ..., 
3, sont les cotes des points où O,R,, O,R,, ..., O, R, s'appuient sur 
Oy, OR. ...,0,,R,;,, on voit bien aisément, par simple considéra- 
ton de triangles semblables, que l’ordonnée du point de O,R, coté z, est 


donnée par 
Da bas: Un 


La IRER Jia fn 


stn - 


Si donc, ayant posé 

MR PAROI TE 

PERS PASS LG 

on considère sur le plan fixe le faisceau des droites (3) définies par 


PAZ LS e A 


dont la graduation pourra être marquée sur une parallèle à O, y, on voit 


(I) CYR. Acad: des Sc, 1. 175; 192%; p 565. 
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que l’on aura ainsi représenté l'équation 


LS PER PES à 
la valeur correspondante de z étant celle qui sert de cote à la droite (3) sur 
laquelle tombe le point z,. 


La notation symbolique de ce nomogramme s'écrit, au reste, très sim- 
plement 


Ore O, Teea Ry, 

O re 0), ss 2 Fe: 

Ore O, “1 Fes a 
Ta 5, 


Ici encore, bien entendu, comme dans le cas des règles glissantes, on peut 


doubler le nombre des variables en remplaçant les échelles simples par des 


échelles binaires, 


ee 
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NOTE: ANNEXE AU N° 130. 


Si l’on se borne à considérer lellipsographe de Hart tel qu'il est effectivement 
réalisé, la démonstration précédente, qui vise un cas bien plus général, comporte 
d'importantes simplifications ainsi qu'on va le voir. 

Si l’on se reporte à la figure 101 (p. 264). B et B'étant les milieux de OA et de C'A 
on a immédiatement 


00! ARTE 


{00!+ 2 AB"? 
ou, eu égard à ce que ER ECA 


ti , AB —AB/.0'B, 


puis, O'G étant la hissectrice de langle en O’, 


- OC AC OCCA AB 
2 es SE) ee NS a 
(2) DOET OLA TL UOTE OA 77 OP’ 
ou, en tenant compte de (1), | 
OC AB’ 
(3) + 
ve IQ AB 


Cela posé, considérant le système à un instant quelconque de sa déformation (1), on 
voit que, si AC’ coupe en E’ le cercle de centre O et de rayon O'O., le triangle isoscèle 
O!C'E! étant semblable à AB/C' et à ABỌ, on a 


AB: "AB: 70" Bl 
RO AU ZEAR 
el la formule (1) devient ! à 
AO = ACABE" 
cé qui prouve que la droite AO est tangente en O au cercle de centre O’ et, par suite, 
que le point À décrit la perpendiculaire élevée en O à O0". Reste à prouver que, 
dans ce mouvement, CC’ reste égal a OÙ". 


(`) Faire la figure en plaçant le point A en un point quelconque de la perpendiculaire élevée en 0° 
à O'O et construisant sur OA et O'A les triangles OAB et O'AB' dont les côtés ont les longueurs 
des segments désignés par les mèmes lettres sur la figure 101. 
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Si, dans (2). on remplace O0! et AB par O'C' et OB. on a 


OC: OR a CE No OO 
DO OB -OP AT ae 


ce qui, vu légalité des angles en B et B’, établit la similitude des triangles ABC 
jui, ; g 


ANS, STE ; 
et AB'O'. Il en résulte que CAB = AO’ B’. Retranchant ces angles respectivement 
e Aa a . ; RM N i CO 
de OAB et AC B’, qui sont aussi égaux, on a OAC = O'AC, ou, en ajoutant C'AO à 


- ah AER 
; chacun de ces deux angles, C'AC = O'AO. 
La similitude de ABC et AB'O’ donne encore 


AG; AB RCE RARE. AB NO 
OA == OR? ou, A apres (1), OX ae IS 7 ox: 


! 


Cette dernière égalité, jointe à celle des angles C'AC et O'AO. montre que les 


i i SA D | NES AUS À: | 
triangles ACC’ et AO'O sont semblables aveë un rapport de similitude égal à A5: 
Par suite, 
CUS AB 
OT KB” 


formule qui, rapprochée de (3), montre que CC'= OC, et le théorème est entière- 
ment démontré, 
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. ADDENDA ET ERRATA. 


Page 25, ligne 5 en remontant, au lieu de « u', 0", w', s' », il faut «u, v, w, $». 

Page 69, note au bas de la page. Après les mots « mathématiquement incorrecte », remplacer le 
texte par le suivant : « Toutes les hélices ayant, au point considéré, même trièdre attaché et même 
rayon de courbure r, que la courbe donnée ont avec elle un contact du second ordre! Pour que deux 
courbes gauches aient, en un point, un contact du troisième ordre, il faut que, non seulement r., 


i a TE i ; n “es i 
mais aussi ait même valeur en ce point pour l'une et pour l’autre. Or, pour une hélice circu- 


ds 
ER. i i i ! i i j - f 
laire ET = 0, ce qui n’a pas lieu en un point courant d'une courbe gauche. L'hélice circulaire consi- 
s 


dérée n’est donc pas osculatrice à proprement parler; elle devrait être dite helice de courbure et 
de torsion ». 


Page 99, ligne à en remontant, au lieu de d (A) re il faut nd(A) ns à 

Page 105, entre les lignes 15 et 16 en remontant, permuter entre eux NMT, et NMT,, et à la 
ligne 11 en remontant, remplacer y, par (+,). 

Page 263, ligne 2, dans le second membre, au lieu de OB, il faut O'B. 

Page 268, à la fin de la dernière ligne, renvoyer à une note au bas de la page ainsi rédigée : 

« M. Grégoire, ancien élève de l’École (promotion 1918), a fait connaître récemment (C. R. de 
l'Ac. des Sc., t. 190, 1°" semestre 1930, p. 162) une meilleure solution du problème de la transmis- 
sion des rotations avec conservation de la vitesse entre deux arbres à angle variable, en vue de la 
construction des automobiles à roues avant motrices, » 


FIN. 
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